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“排队 论 是 运筹 学 的 一 个 分 支 , 具有 广泛 的 应 用 性 。 例 如 ， 
顾客 到 商店 购买 东西 ， 希 望 少 排队 或 排 短 队 , 而 商店 则 希望 充 
分 发 挥 营业 员 的 工作 效率 。 但 是 ， 由 于 顾客 是 随机 来 到 商店 
的 ， 营 业 员 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 也 不 一 样 , 因此 ， 有 时 闫 客 
要 排 长 队 ,有 时 营业 员 闲 着 无 事 。 两 者 都 造成 损失 。 排 队 论 可 以 
根据 顾客 到 达 和 服务 时 间 的 概率 规律 ,制订 距 能 满足 顾客 需求 
又 能 最 大 限度 地 发 挥 服务 机 构 的 经 济 效益 的 策略 。 

“顾客 "和 “服务 员 ” 有 着 广泛 的 意义 。 来 犯 的 敌 机 可 理解 
为 顾客 。“ 地 对 空 ”导弹 抗击 敌 机 可 以 理解 为 顾客 Е 5, KH 
什么 时 候 来 ， 事 先是 不 知道 的 。 瞄准 射击 时 间 也 因 人 、 因 时 而 
异 。 为 了 保证 不 受 敌 机 裴 击 ， 需 要 配备 多 少 防 空 武器 ,可 以 用 
排队 论 确定 。 机 器 在 运转 中 发 生 故 障 是 难免 的 , 但 什么 时 候 必 
生 却 预料 不 到 。 修 理 机 器 的 时 间 也 不 能 确切 料 到 。 为 了 确定 机 
器 运转 的 可 靠 性 也 可 用 排队 论 。 

总 之 ， 排 队 论 可 用 于 有 大 量 服务 过 程 的 随机 问题 。 

目前 ， 排 队 论 在 国外 应 用 很 普遍 。 在 国内 已 用 于 电讯 、 纺 

织 、 交 通 运输 ( 海 、 陆 、 空 )、 矿 山 开 采 、 计 算 机 设 计 、 生 产 
流水 线 、 技 术 设备 可 靠 性 、 电 子 对 抗 ， 军 事 等 方面 。 但 总 起 
来 说 ， 应 用 还 不 够 普遍 。 在 日 益 强调 经 济 效益 和 科学 管理 的 方 
针 下 ， 排 队 论 将 在 我 国 社会 主义 建设 中 发 挥 越 来 越 重 要 的 作 
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Ho В, ЮНИ ЖН ИА AES A A£, НЕНИЯ 
是 少见 。 就 现 有 的 排队 论 书 籍 来 说 ， 有 两 种 类 8, (1) 着 重 
理论 推导 ， 适 合理 论 工 作者 需要 ; 一 般 工 程 技术 人 员 ETY 
#; (2) 只 讲 应 用 ， 不 说 公式 的 来 龙 去 脉 : 因此 ， 谈 者 从 能 
依 样 画 戎 户 ， 在 实际 应 用 时 ; 很 难 发 挥 创造 精神 。 

作者 在 高 校 多 年 从 事 “ 排 队 论 原 理 及 其 应 用 ”的 教学 ， 
还 在 铁道 科学 研究 院 ， 长 沙 有 色 冶 金 设计 研究 院 ， 铁 道 部 第 
四 设计 院 ， 上 海 铁 路 局 南 翔 编组 站 等 单位 举办 “排队 论 应 用 
讲习 班 。 听 过 我 讲课 的 同志 ， 有 的 甚至 是 没有 学 过 概率 论 、 数 
理 统计 的 同 志 ， 但 都 说 ， 排 队 论 “看 得 见 ， 摸 得 着 ”， 并 不 
Жо 

近年 来 ， 作 者 和 铁道 科学 院 的 同志 一 起 ， 研 究 应 用 排队 
论 在 铁路 运输 中 的 应 用 取得 了 一 定 的 成 果 。 

本 书 是 作者 讲稿 和 科研 经 验 的 汇编 ， 可 供 大 专 院 校 师 生 ， 
科研 、 工 程 技 术 ， 设 计 和 企业 管理 人 员 学 刁 和 参考 。 

本 书 同时 兼顾 理论 上 的 系统 性 和 完整 性 以 及 应 用 上 的 实 
践 性 。 在 内 容 安排 上 上 ， 采 用 以 解决 排队 问题 的 步骤 为 线索， 
НЕЯ Ж, Hik Kk, ННЯЯ ko ЖЕНИЯ Л 绍 如 
F: 

(1) 过 论 排队 论 的 基础 是 正确 确定 顾客 到 达 和 服 务 时 间 
的 概率 规律 。 本 书 第 三 、 四 、 五 章 详细 地 介绍 了 排 队 论 中常 
用 的 概率 规律 及 其 特征 数 ; 搜集 和 整理 数据 的 科学 方 法 用 
实例 说 明理 论 分 布 与 统计 分 布 的 比较 方法 和 步骤 。 读 者 学 完 
这 二 章 ， 一 般 能 够 独立 地 分 析 、 研 究 问题 的 概率 规律 。 

(2) 讨论 排队 问题 的 核心 是 建立 排队 模型 。 第 七 章 用 大 


ы? 


БЕ ЕН ЛИИТЕ ЖЕСЕ ЛО Ж) ЖЕ вв, д 
行 (效率 ) 指 标的 计算 方法 和 实际 应 用 。 然 后 介绍 一 般 ( 非 马 尔 
可 夫 ) 的 排队 模型 。 大 家 知道 ， 这 种 模型 ， 除 个 别 简 单 的 外 ， 
目前 还 没有 分 析 解 (这 有 待 于 理论 工作 者 去 к). НИ, Ж 
要 介绍 更 一 般 的 方法 。 这 就 是 本 书 第 作 章 的 内 容 ， 统 计 试 验 
法 。 书 中 不 但 介绍 了 徒手 模拟 法 ， 而 且 介 绍 了 复 杂 问 题 的 计 
算 机 模拟 法 。 

(3) 讨论 排队 问题 的 目的 是 寻求 订 题 的 景 优 解 。 这 是 本 
书 第 九 章 的 任务 。 随 着 电子 计算 机 的 广泛 应 用 ， 以 前 不 能 解 
决 的 排队 问题 ， 现 在 可 以 用 电子 计算 机 解决 了 。 本 章 系统 地 
介绍 了 用 电子 计算 机 模拟 过 的 经 验 公式， 描述 排队 费用 应 数 
方程 的 方法 ， 从 经 济 价值 角度 ， 应 用 排队 论 ， 寻 求 最 优 A 

(4) 学 习 排队 论 是 为 了 应 用 。 本 书 第 十 章 中 搜集 了 国 
内 、 外 有 关 科 研 成 果 和 作者 本 人 应 用 排队 论 的 科研 成 S 
200 个 题解 。 它 们 包括 ， 电 话 通讯 ， 售 票 问 询 ， 社 会 服务 ， 汽 
车 加 油 ， 电 子 计算 机 设计 ， 交 通 运输 ， 军 事 等 领 域 。 读 者 可 
以 从 中 复习 所 学 理论 ， 学 到 和 解 排队 间 题 的 方法 与 技巧 。 

很 多 专家 审阅 本 书后 , 一致 认为 ， 本 书 较 全 面 地 反映 了 排 
队 论 在 各 个 领域 中 的 应 用 ， 而 且 兼 磊 了 基本 概念 和 基础 理论 。 
它 将 会 推动 排队 论 在 我 国 的 应 用 ， 促 进 “ 四 化 ”建设 。 

作者 得 到 侯 振 挺 教授 和 张 启 人 教授 的 支持 和 帮助 。 

本 书 由 中 国 科 学 院 应 用 数学 研究 所 副 研究 员 鞋 泽 清 同志 
审定 。 

本 书 初稿 曾 由 中 国 铁道 科学 研究 院 运输 研究 所 副 所 К. 
副 研 究 员 吴 家 豪 同志 ， 中 南 矿 治 学 院 数 学 教研 室 副 主 任 关 家 
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ШШЕН, EREE, ВХ, BD 8 
大 何 能 福 同志 也 提出 了 宝贵 的 意见 。 铁 道 科学 研究 院 谢 XW, 
ЖЕЖ, ЙН, ЗЕТУ НЖЖ Ш ЕШЮ 
理 资料 做 了 很 多 工作 。 在 此 ， 一 并 表示 谢意 。 

由 于 本 人 水 平 所 限 ， 错 误 难免 ， 教 请 读者 批评 指正 。 


陆 凤 山 
一 九 八 三 年 六 月 
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第 一 章 2 


$1 排队 问题 


排队 论 是 研究 大 量 服务 过 程 的 数学 理论 。 现 实 世 界 中 排队 
现象 ， 比 比 丝 是 。 例 如 ， 到 商店 购买 物品 ， 汽 车 加 油 ， 轮 船 进 
港 ， 电 话 订 票 等 。 各 个 领域 内 ， 排 队 内 容 虽 然 不 同 ， 但 排队 过 
程 都 有 共同 的 特征 ， 

(1) 有 请 求 服务 的 人 或 物 。 如 需要 就 餐 的 顾客 ， 请 求 着 陆 
的 飞机 等 ， 我 们 统称 它们 为 “顾客 ?。 

(2) 有 为 顾客 服务 的 人 或 物 , 如 食堂 服务 员 ， 飞 机 跑道 等 ， 
我 们 都 叫 它 “ 服 务 员 ”。 由 顾客 和 服务 员 组 成 服务 系统 。 

(3) 顾客 在 随机 的 时 刻 ， 一 个 ( 批 )、 一 个 ( 批 ) 地 来 到 服务 
系统 。 每 位 顾客 需要 的 服务 时 间 也 不 一 定 是 确定 的 。 服 务 过 程 
的 随机 性 造成 某 个 阶段 顾客 排 长 队 ， 而 某 些 时 候 ， 服 务 员 又 亲 
PEF, 

服务 系统 的 服务 能 力 取决 于 服务 员 的 数目 ,服务 员 的 能 力 ， 
也 取决 于 顾客 流 的 性 质 。 排 队 论 的 基本 任务 是 建立 顾客 流 ， 服 
务 员 能 力 ， 服 务 系统 效益 之 间 的 合理 关系 。 

服务 系统 的 运行 指标 (取决 于 问题 的 条 件 和 研究 的 目的 )， 
用 不 同 的 数值 和 函数 表示 ， 

(1) 单位 时 间 内 ， 服务 系统 能 够 服务 的 顾客 的 平均 数 ， 

(2) 没有 得 到 服务 的 顾客 的 百分比 ; | 


(3) 顾客 立即 得 到 服务 的 概率 ， 

(4) 顾客 平均 排队 时 间 ， 

(5〉 等 待 服务 时 间 的 分 布 规律 ， 

(6) 排队 顾客 的 平均 数 ! 

Ст) 排队 顾客 数量 的 分 布 律 ， 

(8) 单位 时 间 内 ， 服 务 机 构 的 平均 收入 等 。 

顾客 到 达 和 服务 时 间 的 随机 性 使 服务 过 程 成 为 随机 过 程 。 

如 果 排 队 服 务 过 程 是 马尔 可 夫 随 机 过 程 ,用 数学 方法 分 析 ， 
比较 容易 。 所 谓 马 尔 可 夫 随 机 过 程 就 是 使 服务 系统 由 一 种 状态 
改变 到 为 一 种 状态 的 事件 流 都 是 泊 松 流 ( 无 后 效 性 的 流 )。 排 队 
服务 系统 中 的 事件 流 ,就 是 顾客 流 和 服务 时 间 流 等 ,如 果 这 些 流 
不 是 泊 松 流 ， 则 用 常规 数学 方法 描述 这 种 服务 过 程 , 比 较 困 难 。 
运 今 ， 只 有 很 少 的 、 景 简单 的 情况 ,获得 了 明显 的 解析 性 公式 。 
有 和 羊 的 是 ， 很 多 服务 过 程 可 以 近似 地 看 作 马 尔 可 夫 过 程 ， 它 的 
运行 指标 可 以 近似 地 估计 。 服 务 系统 内 ， 配 备 的 服务 员 数 目 越 
多 ， 服 务 系统 越 复杂 ， 越 需要 马尔 可 夫 理 论 。 

本 书 将 介绍 排队 论 的 成 果 和 它 的 实际 应 用 。 读 者 需 要 进 一 
步 学 习 近 代 排队 论 可 以 参考 理论 专著 ， 例 如，[510)，£11)， 
(123. 


$ 2 服务 系统 分 类 及 其 主要 性 质 


服务 系统 一 般 分 为 三 类 ， 

1. 损失 制 系统 。 当 顾客 到 达 这 种 服务 系统 时 ， 服 务 员 都 
KZ, РИ Ур, SRRA. Я, IEBES м, H 
РЕТ. KILER, 看 作 “ 顾 客 ” 到 来 ， 防 空 武器 射击 本 机 
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就 是 为 “顾客 ?服务 。 若 “服务 员 都 在 ПО”, ЭНЕКЕ 
空 系统 ， 进 入 我 “设施 "上 空 。 这 对 服务 机 构 说 ， 是 个 损失 ， 


[р 
称 损失 制服 务 系统 。 本 系统 的 基本 特征 是 ,没有 顾客 排队 队列 /7 


或 顾客 在 系统 内 的 排队 时 间 为 零 。 损 失 概 率 是 本 系统 的 基本 运 
行 指标 。 

2. 等 待 制 系统 。 顾 客 到 达 本 系统 时 ， 服 务 员 都 在 为 先 到 
的 顾客 服务 ， 只 好 参加 排队 ， 等 竺 服务， 一直 等 到 有 空 的 服务 
АЛЕН. Ям, Яя], УЛ, Я 
Жаза Г.К. ЖАЯА Д ЛЕ, БИ Ж X ER НЕВА. 
顾客 排队 时 间 是 本 系统 研究 的 中 心 问题 。 

3. 混合 制 系统 。 在 现实 生活 中 ， 很 多 服务 系统 介 于 损失 
制 和 等 待 制 之 间 。 当 顾客 到 达 时 ， 服 务 员 都 不 空 ， 他 就 排队 。 
如 果 顾 客 到 达 时 ,服务 员 不 空 , 且 排 队 位 置 满座 ,顾客 立即 离 去 ， 
永 不 再 来 。 这 是 排队 长 度 有 限 的 服务 系统 。 例 如 ， 出 差 住宿 ， 
招待 所 客 满 ， 具 好 男 找 旅社 。 本 系统 的 特点 ， 服 务 系统 容量 有 
限制 。 

混合 制 的 另 一 种 情形 ， 顾 客 到 达 时 ， 服 务 员 不 空 ， 他 就 排 
队 ， 等 待 服务 。 当 顾客 等 了 一 段 时 间 后 ， 仍 轮 不 到 为 他 服务 ， 
顾客 离开 排队 队列 , 另 求 服务 。 这 叫 排 队 时 间 有 限 的 服务 系统 。 
这 种 系统 内 的 顾客 叫做 没有 耐心 的 顾客 。 例 如 ， 药 品 、 电 子 元 
件 等 过 期 失效 。 服务 系 统 的 容量 ， 顾 客 在 系统 内 的 带 留 时 间 等 
是 本 系统 的 重要 指标 。 

在 等 待 制 和 混合 制 系统 中 ， 有 服务 规则 问题 ，(a》 按 顾客 
到 达 先 后 给 予 服务 ， 或 称 先 到 先 服务 。 这 是 最 普通 的 情况 。 
(b) 随机 服务 。 当 一 个 顾客 被 服务 完了 后 ， 服 务 员 从 排队 的 


客 中 ， 任 取 一 个 ， 给 予 服务 。 如 长 途 电话 的 话务员 就 是 这 样 做 > 
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客 可 以 优先 上 车 ， 加 急电 报 先 于 普通 电报 的 把 发 等 。 

此 外 ， 服 务 系统 还 可 以 分 为 两 大 类 :开放 式 和 闭合 式 。 前 
者 是 服务 完了 后 显 客 不 是 立即 回 到 顾客 到 达 流 中 ， 或 者 说 ， 早 
客 到 达 流 的 特性 与 系统 的 状态 无 关 。 有 的 局 上 ， 把 这 种 情况 叫 
做 顾客 源 无 限 。 后 者 表示 服务 完了 的 顾客 立即 回 到 顾客 到 达 流 
中 ， 或 者 说 ， 系 统 服务 的 顾客 是 固定 的 。 例 如 ， 电 铲 一 汽车 系 
统 。 电 铲 为 汽车 装 车 ; ЩИ Ха. 

如 采 上 服务 系统 内 具有 一 个 服务 员 ， 则 叫 单 通道 服务 系统 。 
在 系统 内 配备 多 个 服务 员 的 叫 多 通道 服务 系统 。 


$3 ”经典 排 队 模 型 的 符号 表示 


古典 网 排队 模型 用 四 个 符号 表示 ,在 符号 之 间 用 竖 组 中 开 ， 
BPA |В|и|т, 5-5 A 表示 顾客 到 达 流 或 顾客 到 达 问 隔 
时 间 的 分 布 律 ， 第 二 个 符号 B 表示 服务 时 间 的 概率 分 布 ; 第 三 
КУ п 索 示 服务 员 的 数目 ; 最 后 一 个 符号 m 一 顾客 排队 容许 
长 度 或 系统 内 顾客 的 容量 。0 志 m 志 20。 当 m= 0 有 时， 服务 系统 
为 损失 制 ，m 为 有 限 整 数 时 为 混合 制 系 统 ， 在 等 待 制 系统 中 mm 
= 一 sc。 这 时 ceo 省略 不 写 。 例 如 ，MIMIL 表示 顾客 到 达 流 为 最 
简单 流 ， 或 用 顾客 到 达 间 隔 时 间 时 为 指数 分 布 ， 服务 时 间 为 指 
数 分 布 ; 系统 内 只 有 一 个 服务 员 ， 等 待 制 АЯ. Е бит 
示 K 阶 受 尔 朗 流 ， 任 芋 上 服务 上 时间， 多 通道 ， 系 统 内 容许 有 凡 个 
顾客 排队 。 应 该 指出 ， 这 些 符 恕 表示 是 不 完全 的 。 因 为 还 有 很 
多 模型 不 能 用 这 种 符号 表示 。 


$4 服务 系统 有 的 运行 指标 


为 了 估计 服务 系统 的 服务 质量 ,确定 服务 系统 的 最 优 参数 ， 
判断 服务 系统 的 运营 结构 ， 需 要 提出 服务 系统 的 运行 指标 : 

1. 绝对 通过 能 力 ， 记 作 4。 即 单位 时 间 内 ， ЖЛ ШИ 
的 数学 期 望 ， | 

2. 相对 通过 能 力 ， 记 作 Q@。 即 锌 服务 的 顾客 数 与 请 求 服 
务 的 顾客 数 的 比值 ; 

3. 系统 损失 概率 ， 记 作 P 损 。 即 服务 系统 满员 的 概率 ,或 
者 说 ， 服 务 员 都 在 忙 着 ， 排 队 位 置 满座 的 概率 ， 

4. 系统 内 顾客 数 的 期 望 值 ， 叫 队长 记 作 工 系 ; 

5. 系统 内 排队 顾客 数 的 数学 期 望 ， 叫 排队 长 记 作 工 队 ; 

6. 顾客 在 系统 内 逗留 时 间 的 数学 期 望 ， 记 作风 系 ; 

7. 顾客 排队 等 待 服务 时 间 的 数学 期 望 ， 记 作 W 队 ， 这 里 
返 留 时 间 等 于 排队 时 间 加 服务 时 间 ， 

其 它 运 行 指标 可 以 根据 具体 排队 问题 和 研究 的 目的 确定 。 

求 这 些 指标 时 ， 都 是 以 求解 含有 系统 状态 ， 即 系统 的 顾客 
数 为 8 的 慨 率 Pu.(t) 的 方程 。 这 种 方程 的 解 有 :， 了 瞬时 的 和 极限 平 
RA НСТ). ЕН АЕ (Ро, Lact), 
Ур, Мр СР) Б, ја БАЈЕР ЭС. НВ: 
服务 系统 运营 充分 长 的 时 间 后 , 这 些 运行 指标 L 系 ，IL 队 ，W 系 ， 
WH 以 已 经 不 随时 间 的 变化 而 变化 了 。 在 实际 应 用 时 ， 极限 平稳 
的 解 较 实用 。 只 有 少数 情形 ， 才 考虑 朋 时 的 解 。 因 此 本 书 中 主 
要 讨论 极限 平稳 性 质 。 应 该 注意 ， 我 们 叫 极限 ， 并 不 一 定 求 
1->co 时 的 极限 而 是 令 它 的 导数 为 等 即 可 。 因 此 ,极限 概率 也 间 
RAMZ, | 
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第 二 章 ”马尔 可 夫 随 机 过 程 


$1 马尔 可 夫 随 机 过 程 


顾客 以 不 相等 的 间隔 时 间 来 到 服务 系统 。 每 个 顾客 需要 的 
服务 时 间 也 不 是 确定 的 。 其 结果 ， 有 的 时 候 顾客 密集 到 达 ， 有 
的 时 候 松散 到 达 。 因而， 排队 服务 过 程 是 随机 过 程 ， 排 队 问题 
是 随机 问题 。 求 解 随机 问题 要 比 确定 性 问题 复杂 得 多 ， 建 立 娄 
学 模型 很 困难 ， 更 谈 不 上 寻求 “最 优 解 "。 但 在 某 些 条 件 下 ， 也 
可 建立 结构 简单 ， 运 行 指标 明显 的 数学 模型。 мрен 
夫 随机 过 程 。 

马尔 可 夫 是 俄国 数学 家 ， 在 本 世纪 初 ， 他 在 经 过 多 次 试验 
后 发 现 ， 在 某 些 因素 作用 下 ， 系 统 状态 概率 的 转移 过 程 中 ， 第 
n 次 结果 的 概率 规律 常 取决 于 第 (~1) 次 试验 的 结果 ， 而 与 更 
早 的 结果 无 关 。 他 首先 对 这 种 现象 作 了 系统 的 研究 。 后来， 学 
术 界 把 这 种 过 程 叫做 马尔 可 夫 过 程 ， 

在 建立 马尔 可 夫 随机 过 程 概 念 之 前 ， 必 须 懂得 ， 什 么 是 一 
般 随 机 过 程 。 在 自然 界 中 ， 事 物 变化 的 过 程 可 分 为 确定 性 和 随 
机 性 两 大 类 .所 谓 确定 性 就 是 事物 变化 的 过 程 具有 确定 的 形式 。 
或 者 说 ， 实 物 系 统 的 状态 是 随时 间 而 变化 的 由 一 种 状态 转移 
到 另 一 种 状态 ) ,转移 的 规律 ， 是 事先 可 以 料 到 的 。 如 果 系统 状 
态 变 化 的 规律 ， 事 先 不 能 确切 知道 ， 或 者 说 ， 系 统 状态 的 变化 
是 随机 的 ， 就 叫 随机 过 程 ， 
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实物 系统 可 理解 为 技术 装备 ， 修 理 站 ， 计 算 机 ,铁路 枢纽 ， 
编组 站 ， 港 口 、 码 头等 。 系 统 的 状态 就 是 系统 完全 由 定义 状态 
变数 所 取 的 数值 描述 。 例 如 ， 车 站 候车 室 在 to, 时刻， 有 100 个 
旅客 ， 这 是 一 种 状态 。 经 过 任意 的 时 间 t， 候 车 室 里 有 101 个 旅 
客 ， 这 又 是 一 种 状态 。 简 单 地 说 ， 对 事物 变化 的 全 过 程 ， 进 行 
一 次 观测 ， 得 到 的 结 采 是 一 个 时 间 t 的 函数 ， 但 对 同一 事物 的 
变化 过 程 独立 地 重复 进行 多 次 观测 的 结果 是 不 相同 的 。 

МСР) ЖУКЕ (0, f!) 时 间 肉 ， 到 达 顾 客 的 总 数 。 随 着 时 
间 t 的 变化 (1t 宇 0)， 到 达 的 顾客 数 也 发 生变 化 。 于 是 对 所 有 顾 
客 来 说 ， 就 得 到 一 族 时 间 t 的 函数 。 而且 任 何 t 时 刻 , МОР 
值 是 不 能 确切 预知 的 。 我 们 叫 此 族 随 机 函数 为 随机 过 程 。 用 符 
号 [LN(t1)，t 宇 0] 表 示 ， 

马尔 可 夫 随 机 过 程 的 基本 概念 是 系统 的 状态 和 状态 的 转 
Я; 或 者 说 ， 描 述 系统 状态 的 变数 ， 由 一 个 特定 值 ， 转 移 到 另 
一 个 特定 值 ， 这 时 ， 我 们 说 ， 系 统 实现 了 转移 。 例 如 ， 机 被 系 
统 以 正常 工作 的 机 床 人 台数 表 示 状 态 时 ， 状 态 转移 就 是 有 一 人 台 或 
ЛЕЖА: Y W R. А 

所 以 ， 马尔 可 夫 随 机 过 程 的 定义 是 4 在 任意 时 刻 t。， 实 物 
ЖАЛА "ЖЖ" МЯ) Ot 的 状态 的 概率 特征 ， 只 取决 于 
to 时 刻 的 状态 ,而 与 它 更 早 的 时 刻 t( 之 1 ) 的 系统 所 处 的 状态 无 
>, | 
设 系 统 $ 在 to 时 刻 的 状态 为 S。( 见 图 2.1)。 图 中 <ta) 


иск) Foto (ЖЖ) 


ЖАЫ GIE RE, (б>) 为 系统 的 “未 来 ”状态 
to 是 现在 所 处 的 状态 。 我 们 感 兴 ,下 的 只 是 系统 的 “未 来 "状态 . 
“未 来 ?状态 能 否 预 测 呢 ? 回答 是 这 样 的 ， 确 切 的 状态 由 于 过 入 
的 随机 性 ， 事 先 难以 奉 告 ， 但 只 就 “未 来 ”状态 的 概率 特征 ， 
特别 当 系统 的 过 程 是 马尔 可 夫 随 机 过 程 时 , “未 来 ?状态 是 能 够 
预测 的 。 

现实 的 系统 过 程 并 不 是 精确 的 马尔 可 夫 过 程 ， 但 有 一 部 分 
可 以 把 它们 看 作 马 氏 随 机 过 程 . (如 果 “ 过 去 ”状态 的 所 有 参数 
和 “未 来 ”状态 的 参数 的 关系 只 通过 “现在 ”的 系统 状态 来 体 
现 ， 则 该 过 程 就 是 马尔 可 夫 随 机 过 程 。 例 如 ， 机 械 系统 ， 在 tn 
时 刻 工 作 正 常 。 这 时 ， 若 简单 地 认为 “系统 正常 ?， 则 过 程 不 是 
马尔 可 夫 的 ， 因 为 机 械 系 统 正常 工作 的 概率 ， 一 般 说 ， 取 决 于 
机 械 装 置 已 经 工作 了 多 长 时 间 和 车 后 一 次 故障 发 生 的 时 间 。 如 
果 把 这 两 个 参数 都 包括 在 “现在 ”状态 内 ， 则 系统 过 程 可 以 看 
作 马 尔 可 夫 的 。 因 此 ， 任 何 实物 过 程 都 只 能 近似 于 马尔 可 夫 过 
程 ， 因 为 不 可 能 考虑 系统 的 所 有 参数 。 即 使 如 此 ， 还 是 比 不 考 
感 随机 因素 时 ， 更 接近 于 实际 ， 


$2 离散 状态 的 和 连续 时 间 
的 马尔 可 夫 随 机 过 程 


在 排队 论 中 ， 离 散 状 态 的 和 连续 时 间 的 马尔 可 夫 随 机 过 程 
有 很 大 作用 。 如 果 系 统 的 可 能 状态 有 ; S1，S;,，…，S»，… 是 
可 数 的 (可 编号 的 ); 系统 状态 的 转移 是 跳 获 式 进行 的 ， 瞬 时 实 
现 的 。 这 种 过 程 冲 离散 状态 的 随机 过 程 ， 例 如 ， 车 站 上 列车 的 
数目 ; 有 故障 机 床 的 个 数 ， 排队 的 人 数 等 ， 如 果 系 统 过 程 的 状 
态 转移 可 以 在 任意 时 刻 发 生 ， 即 随机 的 时 刻 或 不 确定 的 时 刻 发 
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kE, ХИЖАБ ЕН ШИШЕ. РИШ, ИЛА 
由 两 台 机 床 组 成 ， 每 人 台 机 床 都 可 能 在 任何 时 刻 发 生 故 障 ， 一 旦 
发 生 ， 立 即 进行 修理 。 每 次 修理 的 时 间 ， 事 先 很 难 确定 ， 或 者 
说 ， 也 是 随机 的 ， 

现在 我 们 具体 讨论 上 述 机 械 系统 的 可 能 状态 ， 

S, 一 两 台 机 床 都 在 正常 工作 ， 

5 ,一 第 一 人 台 机 床 发 生 故 障 ， 第 二 台 机 床 正常 工作 ， 

S, 一 第 一 合 机床 正常 工作 ， 第 二 台 机 床 发 生 故障 ， 

S, 一 两 台 机 床 都 发 生 故 障 ， 

系统 状态 的 转移 ， 实 际 上 是 瞬时 实现 的 ， 即 随机 的 时 刻 发 
生 故 障 ， 随 机 的 时 刻 修复 启用 。 

在 分 析 离 散 状态 的 随机 过 程 时 ， 运 用 几何 图 形 是 非常 方便 
的 。 例 如 ， 用 小 方块 中 的 S: 表示 系统 的 状态 ， 可 能 的 状态 转移 
用 箭头 线 表 示 ， 这 种 图 叫 系 统 状态 转移 图 〈 见 图 2.2)。 图 中 ， 
箭头 线 自 5。 连 接 5, 表 示 系 统 的 第 一 台 机 床 由 工作 状态 转移 到 故 
障 状 态 ， 箭 头 线 自 S, 连 接 S,， 表 示 第 一 台 机 床 的 故障 排除 了 ， 
并 转移 到 正常 工作 状态 。 图 中 其 余 箭 头 线 表 示 的 意义 ， 读 者 自 
已 可 以 分 析 。 细 心 的 读者 也 许 会 问 ， 为 什么 Su 不 和 S, 连 接 ? 难 
道 两 台 机 床 不 可 能 同时 发 生 故障 
шр 问题 是 有 道理 的 。 在 此 ， 我 
们 只 能 说 ， 两 台 机 床 同时 发 生 故 
障 的 概率 很 小 ， 可 以 忽略 。 详 细 
解释 见 第 三 章 例题 (3.5)， 

如 采 系 统 的 过 程 是 离散 状态 
的 和 连续 时 间 的 ， 则 建立 的 数 党 
模型 ,结构 简单 ,运行 指标 明显 。 
怎样 建立 排队 模型 ， 让 我 们 先 复 
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习 一 下 概率 论 中 的 重要 概念 一 一 事件 流 。 在 排队 论 中 ， 事 件 流 
包括 顾客 到 达 流 和 服务 时 间 流 ， 详 见 下 述 。 
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第 三 章 ”事件 流 的 理论 分 布 


同类 事件 在 随机 的 时 刻 一 个 ( 批 )、 一 个 〈( 批 ) 地 来 到 服务 
系统 的 序列 叫做 事件 流 。 例如， 电话 局 的 呼唤 流 ， 电 子 计算 机 
的 故障 流 ， 列 车 到 站 流 ， 车 列 作业 时 间 流 等 。 求 解 排队 问题 ， 
首先 需要 确定 事件 流 的 概率 分 布 ， 或 者 说 ， 在 t 时 间 内 ， 发 生 n 
个 事件 的 概率 。 本 章 简 要 介绍 排队 论 中 几 种 常用 的 事件 流 。 在 
解决 实际 问题 时 ， 往 往 只 需要 概率 分 布 的 数学 特征 :数学 期 望 
(平均 值 ) M， 均 方差 (偏离 值 ) oy 偏离 系数 v。 事 件 流 的 偏离 
系数 "能 够 反映 流 的 随机 性 ， 在 铁路 运输 中 叫 不 均衡 性 ， 在 纺 
织 业 中 叫 变 异性 . — 

事件 流 可 以 看 作 时 间 轴 上 “点 ”的 分 布 。 应 该 注意 ， 这 些 
点 是 随机 地 落 在 时 间 轴 上 的 ( 见 图 3.1)，。 

须要 说 明 ， 这 里 讲 的 事件 与 概率 论 中 的 事件 有 区 别 。 在 概 
率 论 中 ， 事 件 或 随机 事件 具有 概率 意义 。 这 里 讲 的 事件 本 身 没 
有 概率 意义 ， 但 在 另 一 方面 ， 具 有 概率 性 。 例 如 ， 在 rz 时 间 内 ， 
正好 有 ?个 事件 发 生 的 概率 ;或 在 A! 时 间 内 ， 有 一 个 事件 发 生 
的 概率 ， 或 相 邻 两 事件 发 生 的 间 耻 时 间 小 于 ! 的 概率 。 


事件 流 的 重要 特征 是 它 的 强度 《单位 时 间 内 ， 发 生 的 事 
件 的 平均 数 )、 流 的 强度 有 固定 不 变 的 , (= const] 有 随时 间 
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变化 的 =XCD。 例 如 ， 市 内 行驶 的 汽车 ， 日 天 的 强度 大 于 
BRR, АЕА АТАА ВЕСЕ ERKA. PARE R ОЛЕ Un 09) 8 
йй, ЗЕЕ АЕ нану Га де Е АЈ. KRASA A RA Н 
随机 的 间隔 时 间 . 


$1 事件 流 的 概率 分 布 及 其 数 宇 特 征 


在 排队 服务 过 程 中 ， 单 位 时 间 内 ， 到 达 的 顾客 数 或 顾客 到 
达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 都 是 随机 变数 。 每 次 实现 都 有 一 个 可 能 
了 到 的 值 。 在 随机 因素 的 作用 下 ， 可 能 到 的 值 ， 往 往 不 等 ， 且 在 
实现 之 前 ,这 些 数 值 是 难于 事先 确切 知道 的 。 但 在 实际 应 用 时， 
不 仅 需要 知道 随机 变数 可 能 的 取 值 ， 而 且 需 要 知道 它 的 慑 率 。 
随机 变数 X 的 可 能 值 与 其 相应 的 概率 P 之 间 的 关系 叫做 随机 变 
数 X 的 概率 分 布 。 随 机 变数 分 为 离散 的 和 连续 的 两 大 类 。 离 散 
随机 变数 X 的 概率 分 布 可 以 用 表格 的 形式 表示 ( 见 表 3.1)。 ЖК 
表 叫 随机 变数 X 的 分 布 序列 。 
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连续 随机 变数 的 概率 分 布 不 能 用 上 述 形式 表示 ， 因 为 它 有 
无 限 个 值 充 满 在 -个 时 间 区 段 内 。 通 常用 概率 分 布 函 数 表示 ， 
即 

ЕС) = РХ <>), 
式 中 PCX<2) 一 随机 变数 X 小 于 某 个 值 z 的 概率 。 分 布 函 数 
F(z) 也 叫 积分 分 布 函数 。 连 续 随机 变数 的 分 布 往往 用 概率 密度 
BIODER., ЖЕ AMTER 


e 16 ° 


(1) TODE 0; 
(3) Рх, <Х<2,) = Ни, ) ~ ЕСх) 
= № ах; 
(4) НС) ТЕ НЕ, ДИНЕ С) = f(z)， 


. РС: У FC 
即 FD = lim Ë G t Az) -F 
202500 Az 


= lim Pix [Xag + Ат} 
DEEN, Ах ' 
HEH №, ЖЖ E БЕ h Zk % BE BJ së R 
似 。 因 而 ，f оно. 
由 上 式 可 见 ， 大 不 计 高 阶 无 穷 小 ， 有 
Pí(z<X=çz+dxz) = f(x)dx, 
这 表示 落 在 小 区 间 (xY，z+ dzx) 内 的 概 江 近似 地 等 于 f(x)dz， 
DA. ЕЛИ, Вр 
f = Е! (2), 
А рр ВЕК: 
ЕС) = | одах, 
随机 变数 的 主要 特征 数 有 : BRAMA), ЕР 
FJ y 226 (X), 
离散 随机 变数 的 数学 期 望 是 随机 变数 的 可 能 值 与 其 相应 概 
RZE В 


ш 
МХ) = тру +a p. +9 + Шыр, ст > Бр,» 


1-1 
因此 ， MCX) E P ERRUR T, Доу Ttg En KH AMRED, 


° |7 ° 


р, °°.. p, 的 加 权 平 均值 。 
连续 随机 变数 X 的 数学 期 望 为 
МСО = | сй, 
ЖЕ 1 $ ЖА, ЖЕНЕ: 
M(X) 一 般 表 示 法 ， 
1 :一 一 具体 分 布 的 数学 期 望 


随机 变数 X 的 方差 为 : 
D(X)=M[X—M(X)1, 
PE DL ZE Z BU 2E e: DE E ИЛ ЖЕ u ЭБУ ЗНА Bu a E Ж, 
车 MCX)=m,， 则 可 按 下 式 计 算 离 获 随机 变数 X 的 方差 ， 即 


DCO = Хр т.) 


D(X) = У риба т, Ми = оо, 
连续 随机 变数 X 的 方差 为 ; 
D(X) =| Q - т.) 2 f (юат, 
为 了 计算 方便 ， 通常 按 下 式 进 行 
рех) = МІХ- М(Х) |? 
= MIX: —2M(X)X + [МСО] 2} 
==МСХ?У-2М(СХ)МСХу+ [М(Х ) 1 
或 рР(Ху=М(Х*у-СМ(Х)]? 
ПЕНУ ЕН ХЕ) 7 25, BB 
(т) =V D(X). 
随机 变数 除 上 述 特征 数 外 ， 还 有 特征 数 吞 ， 记 作 &。 随机 
ХИ R 阶 原 点 矩 划 做 随机 变数 XX 的 & 次 方 的 数学 期 望 ， H 
m 18 ° 


MX, ИЯ. и. MC(X)。 或 者 说 ,随机 变数 X 的 
А РЕНА. СЖ: 
а, = МСХ*), 
因而 ， 随 机 变数 XX 的 方差 为 
рО‹ху=@„(Х)у—\|@,(Х)]°, 
在 排队 论 中 还 经 常用 偏离 系数 这 个 特征 数 ， 即 
g(X) 
M(X)’ 


偏离 系数 是 随机 变数 的 均 方差 和 数学 期 望 的 比值 。 
3 2 排队 论 中 的 第 用 事件 流 


局 客 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 不 可 能 是 负 信 。 因 此 ， 它 们 
的 分 布 是 非 负 随机 变数 的 分 布 。 在 排队 论 和 可 靠 性 理论 中 ， 经 
肖 过 到 的 分 布 有 ， 二 项 分 布 ， 泊 松 分 布 (最 简单 流 )， 爱 尔 度 分 
布 ， 广义 爱 尔 朗 分 布 ， 超 指数 分 布 和 正 态 分 布 等 。 现 分 别 讨论 
РА: 

(1) ИУ. WAIT п КЭШ bu. FAAARA, м 
者 发 生 事件 4A， 或 者 发 生 事件 4 的 对 立 事件 。 每 次 试验 发 生 事 
件 4 的 概率 都 是 p。 发 生 A 的 对 立 事件 的 概率 为 а=1-р. ME 
在 4 次 试验 中 ， 事 件 和 4 发 后 m 次 ， 则 它 的 对 立 事件 发 生 (n 一 m) 
次 。 这 时 ， 二 项 分 布 为 ; 

P... = Pru + ри + + ры. + ры, =1 
或 Р:„. -- (р+а"=р"+пр" lq 
А n. D р 
Cipa" + e- + 4"=1 (3.1) 
式 中 ”Pi, :一 在 nn 次 重复 试验 中 ， 两 个 对 立 事件 中 发 生 任 何 -- 个 
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V(X) = 


"z q: + +. 4 


事件 的 概率 ， 
PERA P, НАХ, 
аА Н, ЗУБА Ку У РРА ЕАК: 
C-u Ет АН Аз 
п ЖА УУ [КК С 
mm 一 在 hn 次 独立 试验 中 ， 事 件 4 发 生 的 次 数 ， 
Мират, ЗДА ЛЕВКА істі) 次 的 下 


P... ; = Da. 1 + р... 1 +e + Dn 
E P... ;=1-— (D,,- 0 T Pr- 1 T+ ` + Puna i — эр 
Ни ОКЕ PEA А RK 3k ТТУ, BH 一 次 
ЕЖА, ДА: KER U. IK тд ВИ, 
2 Pa CM) = p, CO) PiCCO +++ р„(т), 


在 nn 次 独立 试验 中 А 正好 发 Ң: т ў ЛЕ Ж, 
р{Ё=т} = р, (т) =Ср"(1 ~ ру" 


И. | 


ü mı Cn- тут PA = р) 


= prQ = prr 001055261 
D” — р) (m —1):: 2. ](pn т) н (0 +])]:  2.1° 
式 中 nS E23 en, 


MERIR ИЛЕ н ИГҮ ВН, 


M(m)= > тс’ ра". 


S n ип = 1009 — 2): Gn — 1)] 


一 一 一 -一 一 — 


| 


i — | 


x p"(1 — p> m 


+ 70 ° 


с о, malm?) [ml Ст): 
== пр У 一 一 一 一 一 — mm a = 
ишү (т —1)] 
x pw l(| рус 100770 


| = ир p+ -pT = ир, 
Вр М(т) = пр, (5.2) 


可 得 М(т?) =Мист- чи Mmm —1) + Mm)] 


= > mm- 1)С, p" -р)""+пр 
т = 0 


Н 


=n (n— 1) p* > 
meae 


ep? C = р) + пр 
=и(и-1)р*[р+ (1 — p" +ир 
=и(и-1)р* + HD. 
从 而 ， 随 机 变数 m PJJ; Ж): 
D(m)= М(т?) - [М(т)]? | 
=и(и-1)р* +пр- п*р*=ир(1 ~ рә) = пра 

或 О‹(т)у=пра, (3.3) 

例题 3.1 铁路 中 间 站 货物 线 长 度 设计 。 设 编组 站 按 图 定 
每 县 夜 给 中 间 站 送 车 三 次 《一 年 共 送 3 x365=1095 次 )。 每 列 
车 由 30 辆 组 成 ， 其 中 有 台 辆 是 装 集装箱 的 平板 车 。 根 据 统 计 ， 
每 年 平均 送 到 中 间 站 的 平 狐 车 有 1650 辆 ， 共 装 集 装 第 19700 内 ， 
平均 每 列车 中 有 平板 车 m=1650 +3х365=1.5. 

解 ” 据 题 意 ， 列 车 中 不 是 平板 车 ， 就 是 其 它 车 辆 。 在 每 列 


车 中 挂 有 装 集装箱 的 平板 车 的 概率 为 p= 一 一 = 一 5 一 =0.05， 


它 的 对 立 事 件 (不 是 平板 车 〉 的 概率 4=1~0.05=0.95. 
按 公式 PCk=m)=p,4m)=Crp"q" "计算 , 其 结果 列 于 
КЖ: 


‹в®-2)(т-3)--6-2›-(т-3)) 
| (1-2)! 
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| 概 ЕН = ОЮЛ ан 次 数 
的 数目 | 发 生 次 | 
= 301 = u .. _ 
Po -5-'——0,05°х0,953° | 1095х0.2146 
0 01680 - 0)! 0.2146 | 235.0 
= 0.9146 = 235.0 
1 bi = 0.3389 | 371.1 0.5535 | 606.1 
| АА ИИ w 
2 ро= 0.2586 | 283. | | 0.8122 x 589.2 
— —PU — 一 рн -= <. _ а _ — үз 
3 фр = 0.1270 x 139.1 x 0.9392 1028.3 
4 ра= 0.0452 9.4 | 0.9814 1077.7 
5 Ps: 0.0124 | 13.6 x 0.9967 | 1091.3 
6 рь = 0.0527 | 3.0 өз | 1094.3 
7 以 上 ] px--3=0.0006 | 0. 1.000 1095. 


H OB Н DL, ZE) h HE A m ЕВ ИЕГИ 
R, Жай ХИ Жу pi = 0.3389, BJ 车 列 中 挂 -- 辆 装 集 装 
箱 的 平板 车 的 概率 为 33.89% 。 列 车 中 不 排 平板 车 的 概率 po = 
0.2146。 或 者 说 ， 一 年 内 有 1095 x0.2146= 235K REFRE, 
挂 2 辆 平板 车 的 有 372 次 ， 挂 三 辆 平板 车 的 有 283 次 … (МЕ 
家 )。 由 表 中 数据 可 见 , 装 印 线 的 长 度 可 按 m=5 辆 平板 车 长 度 
没 计 ， 这 时 ， 可 靠 性 达到 99.672 。 

(2) 最 简单 流 ， 记 作 M。 最 简单 流 又 叫 平稳 的 泊 松 流 ， 在 
排队 论 中 ， 有 它 特殊 的 地 位 。 有 必要 进行 详细 的 讨论 ， 

a) 流 的 平稳 性 。 设 在 时 间 轴 oft 上， 在 时 间 区 有 段 rY 内 ， 沙 入 
任何 数量 的 事件 的 概率 ， 只 与 [的 长 度 有 关 ， 而 与 7 在 时 间 轴 上 
的 位 置 无 关 〈 见 图 3.1)。 平 稳 流 的 强度 和 X， 应 该 是 固定 的 。 但 
不 是 说 ， 单 位 时 间 内 ， 实 际 发 生 的 事件 数 是 固定 的 。 任 何事 性 
流 ， 只 要 不 是 调整 流 ， 不 可 避免 地 有 密集 和 松散 发 生 。 对 于 稳 
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流 而 言 ， 事 件 发 后 的 密集 与 松散 ， 没 有 确定 的 规律 性 。 即 在 单 
位 时 间 内 ， 发 生 的 事件 数 有 和 多、 有 少 。 但 在 研究 阶段 内 ， 事 件 
的 平均 数 应 该 是 相等 的 ， 

初学 者 容易 发 生 一 个 错误 ， 把 随机 的 密集 和 松散 ， 说 成 是 
流 的 强度 的 变化 、 

一 般 ， 人 偏离 平 稳 流 有 其 物理 原因 。 例 如 ， 电 话 竖 晚 流 ， 夜 
晚 比 白天 少 ， 因 为 人 们 习惯 在 晚上 睡觉 ， 节 日 上 街 的 人 比 其 它 
时 间 多 ， 因 为 节日 是 非 工作 日 。 如 果 事 件 流 具有 明显 的 ， 特 别 
是 周期 性 的 密集 与 松散 ， 应 揭示 其 物理 原因 。 实 际 的 事件 流 ， 
往往 在 某 段 时 间 内 是 平稳 的 。 例 如 ， 电 话 呼唤 流 在 11 点 到 12 点 
时 是 平稳 的 。 通常 ， 便 于 计算 ,往往 把 平稳 流 扩 大 到 任意 长 的 
时 间 区 段 。 设 NGt) 表示 在 0 到 t 时 刻 ， 到 达 的 顾客 数 。 对 任 给 
(20), ДЕ САР 村 间 内 ， 到 达 一 个 顾客 的 概率 p С, 
ЕАО ЕЛАЕ+О(АЮ. APAC 是 一 个 常数 ， 它 与 时 间 t 
ERK. POS BR CHU EG PE, At 是 时 间 增 量 ，oCAt) 表示 很 
小 的 符号 。 

O( At) 


lim — А? = 0. 
这 个 表达 式 反映 了 流 的 有 限 性 ， 


b》 流 的 无 后 效 性 。 在 时 间 轴 ot 上, 互 不 相交 的 时 间 区 有 段 T， 
和 7t, 内 ,发 生 的 事件 数 是 相互 独立 的 ( 见 图 3，1)。 按 其 本 质 说 ， 
每 个 事件 发 生 的 时 刻 互 不 相关 。 例如， 顾客 到 百货 公司 购 头 物 
喇 ， 一 般 ， 无 后 效 性 。 因 为 顾客 们 不 可 能 约 好 ， 在 茶 个 时 间 ， 
一 起 上 百货 公司 。 但是， 当 百 货 公司 出 售 紧 俏 物 资 时 ， 顾 客流 
就 有 后 效 性 。 和 衔接 方向 多 的 铁路 编组 站 ， 改 编列 车 到 妆 流 近似 
于 无 后 效 性 。 当 车 站 衔接 方向 较 少 时 ， 前 一 列车 的 到 站 时 刻 影 
响 后 一 列 村 的 到 站 时 刻 ， 就 有 后 效 性 ， 
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O MAREE. ЕН ММ, £ 于 一 个 事件 发 生 的 概率 
的 实际 不 可 能 性 ， 或 者 说 ， 同 时 到 达 两 个 及 两 个 以 上 顾客 的 概 
率 比 到 达 一 个 顾客 的 概率 小 到 可 以 忽略 的 程度 。 流 的 普通 性 表 
示 事件 是 逐个 发 生 的 ， 如 到 医院 拔牙 ， 到 达 车 站 的 列车 等 

同时 具有 平稳 性 ， 无 后 效 性 和 普通 性 的 流 叫做 最 简单 流 ， 
最 简单 是 指 比 其 它 流 有 最 简单 的 数学 处 理 。 读 者 容易 误 认为 调 
性 流 最 简单 。 其 实 ， 调 整流 具有 后 效 性 ， 事 件 发 生 的 时 刻 是 因 
定 的 函数 关系 ， 如 果 没 有 特别 的 “措施 ”， 这 种 流 是 难于 建立 
的 。 

现在 讨论 最 简单 流 的 概率 分 布 。 最 简单 流 的 一 维 概率 分 布 
是 指 在 t 时 间 内 ， 有 m 个 事件 发 生 的 概率 . 

设 长 为 + 的 时 间 区 段 分 成 n 等 分 ,每 份 的 长 度 为 At= 一， 车 


在 Ai 内 ， 落 入 一 个 “点 "。 例如， 到 达 一 个 顾客 ， 则 At 被 “ 占 
着 "。 如 果 在 4 内， 没有 落 到 一 个 “点 ”( 没 有 顾客 到 达 )， 则 
At “ 空 着 "。 因 为 At 被 “目次 "的 概率 近似 为 At= -> 一， АН 


„ о, | At зо, | 
“ 空 着 ”的 概率 近似 为 1 -XAt= 1 -一 《 见 公式 3"16)。 由 于 


流 的 无 后 效 性 ， 我 们 可 以 说 ， 在 a 个 A!t 中 ， 有 “点 ” 占 着 或 没 
有 “点 ” 空 着 可 以 看 作 n 次 独立 试验 。 我 们 的 问题 是 求 在 4 个 At 
中 ， 有 mm 个 被 占 着 的 概率 。 根 据 二 项 分 布 ， 应 当 是 ， 


At м)" 


рт) = С, (2) (1 - (3.4) 


Ческо, рош аст (1-5) ^ 


пи ~ D (n— 2): (ñ — m + 1) 
m] 


d м, А, п-т 
(5) 


= т 
№ + -- 
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ВИ: | 


q 


127 


4. 


т — — п-т 
0" lin| 2 п-т... ИТ K At ) 
ті noL nh 


$ 


= 0" Jim(1 _. му о" м 
т! non n т! 


即 р„(ту= LD" о-н, (3-5) 
т | 


ВЕБЕ НЕХ t 时 间 内 ， 有 m 个 事件 发 生 的 概率 。 或 吊 最 简单 
流 的 一 维 概 率 分 布 。 式 中 ， 

тх Н, HHO ЫБ; 

e— H А (e:=2.71828); 

т | 一 数列 的 阶乘 , m =m = 13.2 
щт=1Н], AA (3*5> 为 


Рт) = À et (3.6) 
mM | 


ЯН», W 388 e 2 EFA ERARE. БШ, R {时间 
内 ， 到 达 R 个 或 少 于 Rk 个 事 什 的 概率 。 即 
р,(т<<Ё) = > -ADT e-m 
REIR, ARAA E 事件 的 概率 。 它 是 少 于 或 等 于 AR 个 
事件 概率 的 对 立 事件 。 即 
S ФО" u 


p:(m>k)=1-pms<k)=1- 之 


пто "e 
求 t 时 间 内 ， 少 于 k 个 事件 的 概率 ， 
k — 1 m 
p:(m<k)=p(m <k -1)= 5 ОМ)" o-n 


т | 


Жі ВН, Ра РА 个 事件 的 概率 。 它 是 少 于 R 个 事 
件 的 概率 的 对 立 事件 。 即 


"1 (гут 
р(ту=1-р(т<Ёу=1- Уес 


. 25 ° 


最 简单 流 的 平均 特征 ， 即 单位 时 间 内 ， 发 生 的 事件 的 平均 
&. ЗЕ, 


А, 
М (m) = m = Em рт) = 2, < т т) 


e`, 


Ek m = 4 时 ， ЖЕ: 的 首 项 等 于 零 ， 所 以 уте 1 开始 加 总 ， 因 
JA == k АТ, mA = тт ПИН 


ол MANTI Oo 2, ° Аш! 
m = mm- DI =he 2 n- 1)! ° 
2 m-1=ķ, йт =1], #=0. 
. À" ' — À" 
.. т = ke > > — — —=ke" 一 -一 一 和 ee =), 
œm- 1)1 = BP 
所 以 ， тр». (3.7) 


即 最 简单 流 的 平均 特征 数 等 于 它 的 参数 ， 
现在 求 最 简单 流 ，t = 1 时， 偏离 平均 值 的 特征 。 
D(m) = Мт?) ~ (т), 


° m = À, s (m)? =N, 
йу, D(m) == Мет?) -- ^^. 
ЕЖА. 
Ат 
Мет?) = Èm p( m) = тесе 入 
m = Ü 
- Ао" 1 _ Ат-1 
= ХХ 2 — —— e" = et 
> m(m ~— 1)!1 之 "ет D1 


m~i 


А 
cm- 1) +1] mol ё. 


Рр = 


o jmi | 
[S-n т- 1) © | 


ом 
+2 m=] | |. 


II 
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аа ро „> шцуз 


> m-1=Bu, = 187, #-0, 


АА М(т?) = А [ 十 之 e | 
=\| + ет) > | =M A+ ене] = МЖА + 1) 
ko ù 1 
或 Р(т) = № 十 入 一 入 -一 入 ， 
因而 ， m= D(m) =à, (3*8) 


ИП ДЕ a) Pa. T: BJ ЗАРЕ ВИН, АЖ. 
例题 3.2 КАЖ. КН 3 ВН, © 
天 上 晚 扩 到 站 列车 占 8%, ЯНИЕ. АЖ 
三 列车 的 概率 ? 
解 ” 撑 题 意 ， 每 天 平均 晚点 的 列车 数 为 ， 
A=75x0.08= 62], 
ИИ, ВЯ Еж. 


TH 入 可 | 5 ш 
— e "=< ] — e 
АРЕ: 2, т 


3 
6" _. _ _ | 
= 1 — > тт“ “= 1 (е7 + 6е7% + 18е7% 
1 = Ü ` 


+ 36е) = 0.8487, 

ЕК Е 585%. 

例题 3.3 铁路 和 公路 平面 交叉 。 当 有 火车 通过 交叉 点 时 ， 
横 木 挡住 汽车 通过 。 每 次 火车 通过 时 ， 平 均 封 锁 公 路 三 分 钟 ， 
公路 上 平均 每 分 钟 有 四 辆 汽车 通过 交叉 点 。 求 火车 通过 交叉 点 
时 间 内 ， 汽 车 排队 长 度 超过 50 米 的 概率 〈 即 排队 汽车 超过 13 辆 
ШЖ). 

Ж p= У е, 


Hi = Ü 


s 77 э 


式 中 ”入 =3x4=12 辆 /分 钟 ， 


12 19" се 
р=1- 2 Z e = 0.424, 


< ті 
即 大 约 有 42% 的 情况 ， 汽 车 排队 长 度 超过 50 米 。 
例题 3.4 湖南 醴 忠 次 广 用 汽车 把 500 件 瓷器 运往 长 沙 ， 运 
送 过 程 中 ,次 器 破损 的 概率 0.002。 求 破损 三 件 瓷器 的 概率 , 少 
于 三 件 、 多 于 三 件 的 概率 和 人 至少 有 一 件 破 损 的 概率 . 
# УМЕН 500 件 次 器 为 很 大 的 数 ， 瓷 器 破损 的 概率 
0.002 是 很 小 的 数 。 每 件 瓷器 破损 是 独立 的 。 因 而 ,本 题 可 按 下 
I c 


À 
pn C1) — 
т. 


А, 


A=np=500x0.002=1, 
а) 破损 奖 咒 少 于 三 件 的 概率 或 有 0，;，2 件 次 器 被 损坏 的 
МЖ, CFT: 


2 А" , 
pooom<3) = > шге? =e (1+1+4) 
m-a 


—=0.9197. 
BJ ЗЕЕВА 92%. 
b) 有 三 件 瓷器 被 损坏 的 概率 


3 
pooo (m=3) = 3-0 ! =0, 0613, 


即 有 6% 的 可 能 性 ， 
с) 有 多 于 三 件 破碎 的 概率 ， 即 
Psoo 0n >3)=1~ рьуо m3)=1~0,9197 
— 0,0613 =0.02, 
即 可 能 性 不 大 ， 
d) 至 少 有 一 件 被 损坏 的 概率 ， 
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р„в(т=1)=1-—рв(т=0)=1-—е^! 一 0.632 


#0563 % 的 可 能 。 

例题 3,5 ”如 果 事 件 流 是 油 松 流 。 求 有 两 个 以 上 事件 同时 
发 生 的 概率 ? 

解 Кр, (т) = М)" ә 


т | 
当 m =1 时 ， 在 1 时 间 内 ， 有 一 个 事件 发 生 的 Я Ж, рт = 1) 
一 入 ie。 
т 二 0 时 ， 在 t 时 间 内 ， 没 有 事件 发 生 的 概率 
p(m=0)= e”, 
当 m2>1l1BJ, p.Gn2>>21)=1-[p(0)+p(1)]=1-[et + Ает] 
At 
=1-{|[1-М+ Lo te мт м 


AD Ц AD? 
t-> IS ‚ 当 上 很 小 时 。 


即 р,(т>1) = “р ， 当 上 + 很 小 时 . 


4—0], pK m2>1) 更 快 地 趋 近 于 零 。 因 此 ， 则 时 有 两 个 以 
上 事件 发 生 的 概率 可 以 忽略 不 计 ，。 
最 简单 流 在 排队 论 中 有 着 重要 作用 ， 因 为 ，(1) 最 简单 流 
或 近似 于 最 简单 流 的 事实 ， 在 实际 工作 中 ， 经 常 遇 到 ; (2) 最 
人 简单 流 的 数学 处 理 最 简单 ，(3〉 当 实际 流 与 最 简单 流 有 较 大 出 
入 时 ， 可 以 用 实际 流 的 密度 代入 最 简单 流 中 ， 这 样 得 到 的 结果 
有 时 也 能 达到 满足 精度 的 要 求 ; 〈4) 设计 新 的 服务 系统 时 ， 采 
用 最 简单 流 无 非 是 从 最 困难 的 条 件 出 发 ， | 
(3) 指数 分 布 。 最 简单 流 的 重要 特征 是 相 邻 事件 发 生 的 间 
隔 时 间 T 的 分 布 。 因 为 了 是 连续 随机 变数 ， 所 以 其 分 布 函数 为 
F(t)=P(T<1)., (3.9) 
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BRA F(t) 是 间隔 时 间 T 小 于 给 定 ! 的 概率 。 我 们 从 工 的 起 点 如 
开始 计算 时 间 ， 再 经 历时 间 #， 使 了 <t， 如 图 63.2) 所 示 。 
在 发 生 一 个 最 简单 流 ， 其 强度 为 和 人。 我 们 感 兴趣 的 是 相 邻 
事件 发 生 的 间隔 时 间 T 的 分 布 。 为 了 在 1 时间 内 求 到 至 少 发 生 一 
个 事件 的 概率 ， 我 们 运用 它 的 对 立 事件 ， 即 在 t 时 间 内 ， 没 有 


事件 发 生 的 概率 ， 
Р(Т;:>ї)=1—Р(Т <t) 
或 F(t)=1-P(T2>t) , 


AP РГ НА, W OPZ ER Ea. EH 

P.G) =P(T> t) 
或 F(t)=1-P,(t)., 

为 了 求 到 P,《t)， 我 们 把 m=0 代 入 公式 (3.5) 得 

P, СР) =е`*', t>0, 

гр =1-е*', #>0. (3.10) 
对 (3.10) 微 分 得 : 

F7 (1 一 1)=(1--e 0)7 = 和 Xe 0. (3.11) 
这 里 的 1(1) 表 示 事 件 发 生 的 间隔 T 的 分 布 密 度 ， 凡 是 具有 fct) 
= 和 e ”的 分 布 密度 的 分 布 律 叫 指数 分 布 。 分 布 密度 如 图 (3 .3) 
所 示 。 


{@) 


to À 


. 3Ü ° 


现在 我 们 求 随机 变数 的 数字 特征 ， 数 学 期 望 EYE) т. 
和 方差 D，。 我 们 根据 定义 有 


т, = [ера A| Lev ‘ЧЕ. 
站 0 


用 分 部 积分 得 
m=}, (3.12) 


ВЕ bL 4 Thy J 22 Bj РӘШИТ И НВ: 


D=} ifa di-m = | М -41dt ~ 
É Jo I< ) } А е „2 ° 


用 分 部 积分 得 : 


D,= 2. (3.13) 


随机 变数 T 的 均 方 差 为 ， 


s= /D,= +. (3.14) 


因此 ， 指 数 分 布 的 数学 期 望 等 于 均 方差 ， 它 们 都 等 于 其 人 参 
数 的 倒数 ， 
现在 我 们 求 随机 变数 T 的 偏离 系数 ， 


=]. (3.15) 


= 

] 

| 

| 
>= > = 


通过 上 述 讨论 ， 获 得 如 下 结论 ， 

(1) 事件 流 为 最 简单 流 时 ， 相 邻 事件 发 生 的 间隔 时 间 T 服 
从 指数 分 布 ， 

(2) 事件 发 生 的 间隔 时 间 T 服 从 指数 分 布 时 ， 它 的 偏离 系 
00, =1. 

(3) 相 邻 事件 发 生 的 间隔 时 间 T 的 偏离 系数 等 于 1 时 ， 事 件 
流 为 最 简单 流 。 


= 3] «= 


非 平稳 的 泊 松 流 的 间隔 时 间 T 的 分 布 律 不 是 指数 分 布 。 它 
的 分 布 取决 于 ，(1) 第 一 个 于 件 在 时 间 轴 of 上 的 位 置 ! (2) Bü 
时 间 而 变化 的 强度 入 (Ct)。 不 过 ， 当 和 (4) 的 变化 相对 于 IT 的 变化 
很 慢 时 ， 可 以 近似 地 认为 了 是 服从 指数 分 布 的 [1 

现在 我 们 可 以 说 明 在 推导 最 简单 流 时 提 到 过 的 一 个 问题 ， 

设 在 时 间 轴 上 分 布 着 一 个 最 简单 流 ， 它 的 强度 为 ,在 时 间 
轴 上 有 一 小 段 时 间 At， 我 们 求 在 At 时 间 内 ，, 发 生 一 个 事件 的 概 
率 ， 即 At 被 “ 占 着 的 概率 。 因 为 最 简单 流 具 有 无 后 效 性 ,所 以 
在 At 时 间 内 , 发生 一 个 以 上 的 事件 的 概率 可 以 忽略 。 用 po (АЮ 
表示 在 At 时 间 内 ， 没 有 事件 发 生 的 概率 ， 而 p1(1) 一 发 生 一 个 
事件 的 概率 。 考 虑 到 流 的 普通 性 ， 

p: (АРЕТ-р.САЮ, 

MRP САРГА (3.5) Е: 


p (Ау = FAD emia А 


从 而 р. (АРЯ1-е`*', 
把 e~“' 展开， 不 考虑 高 阶 无 穷 小 后 ， 得 ， 
рР,САФу51—С1—АА!у=АА!? 
或 pi СДР) ААД, (3.16) 
即 在 At 时 间 内 ， 发 生 事件 的 概率 近似 于 ЛАР, ХШ, À 是 流 的 
强度 
显然 ， 这 样 的 公式 对 非 平稳 的 汝 松 流 也 是 正确 的 [1]。 即 
р (АРЕАСЬРАДЕ, 
最 后 ， 讨 论 相 邻 事件 间隔 时 间 # 在 c 和 8 之 间 的 概率 ; 
ре! <P) = | fedi saf e": ‘а 


d 8 


=е7*^ _ et 


或 р(а<1СВ)у=е | 1— 


— ' — 


= (£ — a | 
е^ (о (3.17) уяа) | 平均 寿命 | мун 


例题 3.6 对 200 只 灯泡 进 一。 一 一 一 
行 寿 命 检 验 ， 检验 结果 列 于 厂 500—1000 | 750 
№. АНХ ЮЗ 1001s | 1250 
数 分 布 。 1500—2000 1750 


2000—2500 2250 


解 ” 200 只 灯泡 的 平均 寿 2500—3000 2750 


一 ФЕ жь | 


133 


命 为 n=200 


200 


m = У nit; = 133 х 250 +45х 750 + 15 х 1250 
= 1 


+4х 1750 +2:22250 + 1х 27595000E), 
70 


即 每 只 灯泡 的 平均 发 光 时 间 为 500 小 时 。 
因为 指数 分 布 的 参数 和 = L = l 0,002, 


т. 500 
НУ Ai Е РЕ САР, 
ЇР) =e tt = 0.002е7%*90°', #0, 
现在 求 沙 在 "各 组 灯泡 寿命 "内 的 灯泡 数目 的 概率 ， 
р(0<1<В) = 一 e -一 e 
例如 ， 在 0 一 500 小 时 内 ，P(0<f!1<<5007 =е7°.99*х9 
079.002 х500 
或 p(0<t<B)=1-e !=0.6321. 
即 落 在 0 一 500 小 时 内 灯泡 数 的 概率 为 0 .6321, 
АЈ Ж Ж. 
р(500 < <1000) =0.2326; 
р(1000<#<1500) = 0.0855; 
р(1500<#<2000) = 0.0315; 
р(2000< 7 <2500) =0.0116; 
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р(2500<%1<3000>-=0.0012, 


v4 ' у П 
现在 我 们 计算 灯泡 寿命 的 统计 概率 ; =. 
即 在 0 一 500 小 时 内 ,P= 0 =0.665, 
在 500 一 1000 内 ，B/ = 一 0.2251 


在 1000 一 1500 内 ， p’ = =@.075; 


在 1500 一 2000 肉 ，p/ =“ =0.020; 


200 
„ 2 
2000— х l=- =0.010; 
在 2000 一 2500 内 ，D 500 0 
1 
2 — | / = 一 а 5. 
在 2500 一 3000 内 ,Dp 500 0.005 


我 们 将 相应 的 理论 概率 和 统计 概率 加 以 比较 后 发 现 ， 它 们 
间 的 供 差 很 人 小。 因而 ， 可 以 说 ， 灯 泡 发 光 时 间 服 从 指数 分 布 。 
这 种 比较 方法 在 统计 学 中 叫 分 布 的 拟 合 度 检 验 。 

(4) 爱 尔 朗 分 布 ， 记 作 E,。 前 面 说 过 ， 事 件 流 可 以 用 时 间 
加 上 的 “点 ”表示 、 如 果 事 件 流 是 最 简单 流 ， 则 事件 间隔 序列 : 
TI,，T,，…，T;,，… 是 独立 的 服从 同 指数 分 布 的 随机 变数 。 我 
们 将 要 讨论 的 爱 尔 朗 流 ， 不 是 别 的 流 ， 正 是 最 简单 流 “ 筛 选 ” 的 
结果 ， 

设 时 间 轴 0t 上 分 布 着 最 简单 流 ( 见 图 3.4) 


T, T. Т, Г. Г. Т, T 
0 і 
T ° T,” Ту! 
图 3.4 
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мч 


\ am 和 


REER AR МЕ Ж. ASAA ЕТ д ВЕЛ 7 
Ж. < hhi ИИ и рух ИН Л ЕКЕП. БА. ДЕН 
Ho Кр Ар А СЕ Ей Ну“ дк” Н ЖООИ ЛЕНИЕ, 
Ж, ЕЖА R- D P д” BJ“ АА. ZH pk B Wi РЇ 
22 К BH ЙЕ. 

ВО, Рен: ви ВЯ Е НУ y В, 一 队 受 尔 朗 流 ， 

ТЕ Зе р. ПН Ен, АН ея 服 
№] И п ДЕ? БА 

T=T +T,+ +T. = > Ti, 

ВЕ Ги @ S BB BU RRRA a ЖУ АП, 
即 f1(t)=Ne™ (#20), 

РЕЗКА Е К ВЈ ТАУГА ЛБ th. 343 
f. Ct KOS EI y Е. 

设 在 时 间 轴 ot 上 分 布 帮 一 个 最 简单 流 ， 其 强度 为 ^, 相 邻 事 
RRN ЖТ,, T о, ue ЖАРЕ, Раг арр, Di 


隔 时 间 了 = > ТИЕ), Са, 
1 


为 此 ， 在 1 时 间 上 内， 应 有 最 简单 流 的 (8 一 了 个 “点 ”; 这 种 事 
件 的 概率 可 按 公式 (3.5) 计 算 ( 风 图 3.5) 
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_ (АР) 1 it 
а ету 
此 外 ， 第 k 个 点 应 该 落 在 (t，t+dt) 内 ,其 概率 等 于 Mdi( 见 
公式 3.16)。 这 些 概率 相 乘 后 得 : 


“т oa 
fidt = СЁ— Ту ° Adit, 


АКА"! 
L) -= 一、 
Ат f Ct) ЕО 


显然 ， 当 k=1 时 ， 为 一 般 的 指数 分 布 ; 
站 (机 = 和 Xe >o) 
现在 我 们 求 & 阶 爱 尔 朗 流 的 特征 数 ， 数 学 期 望 m “和 方差 
DR 阶 爱 尔 朗 分 布 的 随机 变数 T 是 由 k 个 独立 的 随机 变数 相 
加 获得 的 : | 
т=\т.. 
在 T; 中 每 个 随机 变数 都 服从 同一 指数 分 布 ， 其 数学 期 望 为 
+, FAJ WARG. 12) 和 (3.13))。 运 用 数学 期 望 和 方 


et (0), (3.18) 


差 的 加 法 定理 ， 我 们 有 ， 


wE рог А 
т =, ри = су. (3.19) 
根据 随机 变数 均 方差 的 定义 ， 有 ， 
‚ МЕ 
gs =. (3.20) 
至 此 ， 我 们 求 到 了 AR 阶 爱 尔 朗 分 布 的 数学 期 望 ,方差 和 均 方 
2. 
现在 我 们 求 & 阶 爱 尔 朗 分 布 的 偏离 系数 ， 根 据 定 义 ， 有 ， 
00А) -2i = > (3 .21) 
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g =u 


ңер; 2—5 


кле” 


读者 注意 到 ,我 们 计算 f(t) 和 k 阶 爱 尔 朗 分 布 的 特征 数 时 ， 
我 们 用 的 强度 ， 不 是 爱 尔 朗 流 的 强度 ， 而 是 最 简单 流 的 强度 。 
现在 用 爱 尔 朗 流 的 强度 表示 ， 记 作 妈 。 BA, 


Аа А ААА, 
这 是 因为 在 具有 强度 为 的 最 简单 流 中 取 & 个 部 分 的 结果 ， 我 们 
用 A 代入 公式 (3 .18) 得 ; 


fat) = ВЛ CRAE)" l ег А! 


(Е Ti 
或 һо = ік-леткль (10). (3.22) 
k 阶 爱 尔 庆 分 布 的 数学 期 望 ， 方 差 和 均 方 差 为 ， 
mA DE тар» RA 
(3.23) 
现在 我 们 设 强 度 A; 是 不 变 的 ， 


Л, =A=const, 


我 们 只 变化 爱 尔 朗 的 阶 数 &， 它 的 数学 期 望 仍然 不 变 ， 
1 


"= > (3.24) 
但 其 方差 和 均 方 差 将 是 变更 的 。 
рт =. (3.25) 


Е 2403.25) п М, 4ko, УМНЕЕ, 
这 表明 什么 呢 ? 即 ， 当 A-~~co 时 ， 具 有 强度 4 的 爱 尔 朗 流 无 限 接 
м. ХЕ, РЕНН НН ЕАУ, 


T=const =. 
这 个 性 质 ， 在 实际 应 用 中 ， 非 常 方便 ， 根 据 不 同 的 k 值 ,可 
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以 度量 事件 流 的 不 同 程度 的 后 效 性 。 即 ， 当 &= 1 时 ， 事 件 流 无 
后 效 性 ， 但 当 &= ceo 时， 事件 流 的 后 效 性 最 大 。 在 排队 论 中 ,个 
是 直接 用 R 值 ， 而 是 根据 下 式 ， 


(3.26) 
中 的 v1 值 应 用 。 当 R=1 时 ，v;==1， 随 着 的 增加 v1 减少 ， 当 R= 
соң], 1,=0. 或 者 说 ， 不 同 的 表示 不 同 阶 笋 的 达尔 朋 流 ， 
例题 3.7 汽车 到 达 铁 道学 院 站 的 平均 间 也 时 间 为 2 分 钟 ， 
均 方 差 为 0 .9 分钟 。 试 求爱 尔 朗 流 的 强度 和 爱 尔 朗 流 的 阶 数 &, 


解 ” 据 题 意 ， -二 一 一 0.5 次 /分 钟 ， 


v=% -2-9 0.45 
t 2 
根据 公式 (3.26) 1%, : 
V R 
_ 1 т ~ 
或 р» ЁШ = др TEIA 


因为 爱 尔 朗 阶 数 只 取 正 整数 ， 所 以 汽车 到 站 近似 于 5 阶 爱 尔 朋 
流 ， 其 分 布 密度 为 ， 
f y 92029 less fo 


或 /Ь(=4.,11%е7®5* (t>0). 
L KB rn ШШ ЖШ (3.6) 所 示 。 
(5) 广义 爱 尔 关 分 布 。 至 此 ， 
我 们 讨论 的 流 ， 只 有 一 个 参数 À, _ 
下 面 我 们 讨论 事件 发 生 的 间 隅 是 几 l 2 3 4 
个 独立 的 随机 变数 之 和 ， 它 们 都 服 图 3.6 
从 指数 分 布 ， 但 有 不 同 的 参数 入 ;， 
这 就 是 广义 爱 尔 朗 分 布 。 广义 爱 尔 训 分 布 密度 函数 为 


. 38 ° 


I |. м 


ei 


= ТА У. 一 一 一 一 一 一 一 。 (3.27) 
i= 1 j= i По А) 


实际 应 用 中 ， ала 2. ЭХ, 


Ие: — 4\1 
一 是 


一 (3.23) 
J ` 3 Ж ZF BJ Tü BJ 38 ВЕ 
А, (3.29) 


JEMEN, ПЖ, ЖИЛАЯ) LERE 
分 布 在 时 间 轴 of 上 表示 出 来 ( 见 图 3 .7) 


入 t 指数 分 市 
0 

К 1 爱 尔 诈 分 布 
{ 


+ ‚ 广义 爱 尔 妆 分布 


А, М 
3.7 
ТЕ ЕА, 和 和 > 时 ， 我 们 运用 随机 变数 的 两 个 性 质 ， 两 个 独 
立 的 随机 变数 和 的 数学 期 望 等 于 各 个 随机 变数 的 数学 期 望 之 
和 。 BH 


M(T)=M(T ,)+ МСТ,), (3.30) 
< M(T)= 5; МТ) = ү М) = 计 
所 以 ，(3 .30) 式 为 : 

ГА Т; 
或 м=р, (3.31) 


根据 随机 变数 方差 的 性 质 ， 两 个 相互 独立 的 随机 变数 了 和 
• 39 e 


T, ,它们 各 自 的 方 次 DCT 和 DT 之 和 等 于 (+ 了 ORN Z. 


PDT, +T,)=DCT,)+DCT,). 


即 
i 2 
% Т, +Т. = Т, DCI) >= а $ DT, = т, 
от 
DOT) = + Хз (3.32) 


风 
因此 ， 广 义 妥 尔 朗 流 的 均 方差 为 
АА VAI TM. (3.53 


k 1 
ог уз t is 


广义 爱 尔 朗 流 的 偏离 系数 为 ， 
Б 2 2 
о, (3.34) 
ЕМ 十 入 3 „\2 


(P= да 


或 
(3.35) 


ЛИ, НЕ 
NI k o 
А, =А*А, Kiut СТ у— №: . 
式 (3.31) 应 等 价 于 公式 (3.35)。 即 
-— 


ВАА, VY 
СА оу туск + 


化 简 、 整 理 后 得 
-vV i- (i + RT1 во (T)] - ] 
1 -u ° (T) ° 


同 理 可 得 
N межу —С+Ё)[1—Ё0°(Т)]] 
2 1—®@02°(Т) 
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М1-у 1—2) С 


hi = Uv: (Т) , (3.36) 
МАУ 1—201-0°(Т)11 
k. 一 一 и зүм (Ту. ° (3.37) 
我 们 作 如 下 讨论 : 
А 


(ТГ) = IHJ, А.А, DE Е 

HTI, АМА, ВХ; 

“40(Т)<0.71Н], А, 1А, НЕ. 
因而 ，0.71 和 uCT7<1。 即 实际 流 的 偏离 系数 在 (0.71 一 全 之 同 
В, РГР УЕ. вых, НИНЕ 
证 。 

(6) 超 指 数 分 布 。 单 - :事件 重复 发 生 ， 其 间 隅 时间 服从 指 
Aam, BERKS i], WMA, 入。，…， 入 s， 且 它们 有 相 
Жа, а,, =, аһ, КЕНИЯ ДЕЕ ИЖ 


Sal 


ОУУ КТ Г 数 分 布 。 
超 指数 分 布 的 密度 图 数 为 
f(t=a,k ei ta, M eT +. ak e lkt. 
(3.38) 
Хх, Әј (АЈ RRENA 


h 
MCG) = У э. 
-] ' 


ЖКУ НН, HHO W A 22. FLS ЕЛЕ ДЕУ 
Га =2фіАет 2: tt о(т—фу)у?Ае-?%@7°%4* (3.39) 


式 中 05. Ноа, Ш(-Ф Ча», 20A 4 
HA’ 2 (1- pHi, 
ИНЕ ЫП УЖО, МСР) = о. 


у одет 0205 


偏离 系数 v(t) = \ 1+ но >l. (3.40) 
MHOIR, WUR ENARA A. 

(7) 正 态 分 布 。 实 际 工作 中 ， 经 常 遇 到 大 量 独立 的 随机 变 
数组 成 的 综合 随机 变数 。 由 于 每 个 微小 的 随机 变数 的 方差 与 综 
合 的 随机 变数 的 方差 相 比 较 是 小 到 微不足道 的 ， 同 时 ， 这 些微 
小 的 随机 变数 的 分 布 律 又 是 难 | 


以 确定 的 。 这 时 ， 就 可 以 用 正 
态 分 布 来 描述 ， 正 态 分 布 还 可 
имене, И, В 


受 尔 朗 分 布 。 
所 谓 正 态 分 布 ， 其 概率 密 “ -2? -1 0 1 2 39 
度 分 布 曲线 如 钟 形 ( 见 图 3 .8) 图 3.8 


正 态 分 布 有 一 个 最 高 反 ， 由 此 向 两 侧 均 衡 了 下降， 即 有 相等 
的 概率 。 正 态 分 布 有 两 个 参数 ， 数 学 期 望 0 和 方 盖 cz。a 表 示 分 
布 密度 曲线 的 重心 ， 均 方差 表示 偏离 平均 值 的 数值 。 并 表明 曲 
线 胖 、 瘦 的 程度 ， 

A 


f(t)= Е о, (3.41) 
正 态 分 布 函数 为 
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t (一 033 
FCt) = | е7 or dt, (3.42) 


0/2 
现在 求 正 态 分 布 的 数字 特征 : 
(а) 数学 期 望 
са 1 сю _ t! = a) 
= = -一 一 一 і 20% а? 
M(t) [Hdt JN. e ‚ 
设 一 =Z, Ш =02+а, 1012 
.. M(t) С (ог +а)ет айг 
= js -| (02 + aje Fdz 
— -j| oze ds + п) edz 
а (2, 0 — _ 
о-в dz2= = — ху 2л =a, 
或 M(t) =a, (3.43) 
b) 正 态 分 布 的 方差 
1 моу 
р а _ __ 2 
(t) az. [t ~ M(t)]?e dt 
t— М(1) 
& G ©, 则 
ре = 22| же = dr, 
分 部 积分 后 ， 得 
ре) = | т2те *' dz 
V л/-= 
| -ze 2 |. + | e ах, 
Л = 一 oo 


° 4} ° 


当 Z->co 时 ，e- 一 更 快 地 下 降 ， 


. ше“ =0. 

v 2 
故 D) = ©--| € Ë dz = | e ** ах 

— св Я о 

2 б 
—.29_.. Ул 0°, 
л 2 

或 DCE) = o° (3.44) 


当 正 态 分 布 的 g=0 时 ， 离 散 中 心 在 座 标 原 所 。 由 于 分 布 密 
ВЕ НН Zü ДЕРТ КИН 6 3 F 1, ЛИ, ОАК, НР 
СА 3.9), 

现在 求 给 定 区 间 (a，PB) 时 正 态 分 布 的 概率 ， 


= 1 6 (Ен) | 
рав) = | едйс |, 20° dg 


с-а 
№ 2 ‚ 2 =02+ 4, ах = оа, y 
0 


а-а 


Мх =Q@ 时 ， = = 


j 


当 z=B 时 ，2= 228, 


g 


因 而 р(а<х<Ву=—— 


о 44 е 


J 1 | -F ; Тү | 
| -dz 为 拉 普 拉 斯 函数 9(z， 


所 以 рба<:<8) =6( Fe) - o5), (3.46) 
例题 3.8 ”从 离散 中 心 起 ， 顺 次 分 成 三 个 部 分 ,使 每 部 分 的 
长 度 为 co， 试 确定 随机 变数 落 在 每 个 c 区 域内 的 概率 ， 
Ж ”根据 公式 (3.46)， 
D(m<z=<m +0) = ФС1) -$(0), ACOM ФСО) EAH 
РА САЖ 1) 48. $(0)=0, Ф(1) =0.3413, 
р(а<х<В)=0.3415—-0=0.3413, 
周 理 可 求 p(m 入 z 和 mm +20) =$(2)-$Ф(0 =0.1359, 
р(т<=<хж=<т+3о)=ф(3)—Ф(2) =0.0214, 
而 0.3413+0.1395+0.0214=0.50。 
例题 3.9 铁路 编组 站 编组 场 上 ， 车 列 集结 周期 是 随机 ЛЕ 
数 ， 它 服从 正 态 分 布 。 如 果 平 均 集 结 周期 1 =6 小 时 ， 均 方差 
0 =1 小 时 。 试 求 车 列 集结 时 间 在 4 一 7 小 时 的 概率 。 


解 pae =E) (1—0) 


=ф(1)-@Ф(С—2)=ф(С1) +$С2). 
查 附 录 1 得 $(1) =0.341，4$(2) =0.477， 
pC(4<x<7)=0.341+0.477=0.818, 
即 车 列 集结 时 间 在 4 一 7 小 时 间 的 概率 达 82%% 。 


33 服务 时 间 


排队 服务 过 程 有 两 个 重要 组 成 部 分 ， 顾 客流 和 服务 时 间 。 
服务 时 间 实 际 上 就 是 服务 系统 本 身 的 能 力 。 REEE R. 
它 可 能 是 随机 的 ， 也 可 能 不 是 各 机 的 。 当 然 ， 一 般 说 ， 随 机 者 
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居多 。t 服 的 分 布 函数 用 C(t) 表 示 。 

G(t)=P(tg <t), 
如 果 上 服务 时 间 的 分 布 密度 存在 ， 则 为 

G/(t)= 9(t), 
当 t 腿 旦 指数 分 布 时 ， 

g(t)=ue -人 >0)。 (3.47) 
式 中 4 一 单位 时 间 内 ， 系 统 能 够 服务 的 顾客 平均 数 ， 

р =| ава) = | — Фе * | — K 'dt 


=0- 1ге =, 
H H 
ИП и. (3.48) 


公式 (3.48) 表 示 平 均 服 务 时 间 ， 

当 服 务 时 间 为 指数 分 布 时 ， 实 际 上 ， 可 以 这 样 叙 述 ， 如 采 
在 某 个 时 刻 1， 顾 客 已 被 服务 了 一 段 时 间 的 条 件 下 ,其 余 服务 时 
闻 的 条 件 分 布 律 ， 仍 为 指数 分 布 。 邑 它 的 条 件 分 布 不 取决 于 已 
经 服务 了 多 少时 间 。 或 者 说 ， 无 后 效 性 。 

现在 我 们 证 明 这 一 点 。 

# Рав =1-е*’' Рано =е”“', #20. WRS 
时 间 为 指数 分 布 ， 现 在 求 已 经 服务 了 一 段 时 间 的 条 件 下 ， 剩 余 
的 服务 时 间 仍 为 指数 分 布 。 即 服务 时 间 为 z 的 条 件 下 ,剩余 服务 
时 间 超 过 + 的 条 件 概 府 。 

PORTH t| tg) 
_ PGtg=Z+t, tg2 1) 


Ра >r) 
~ Рс Ёр _¢ (r+t) 
Pí(tg> r) е^ * 
=e ‘(+t.::0), 


ee Дб ° 


ШШ Бн] ЇН. 

在 一 定 条 件 下 ， 服 务 时 间 的 分 布 律 对 排队 系统 的 通过 能 力 
影 吗 不 大 (一 般 用 平均 服务 时 间 )。 所 以 在 排队 论 中 经 常 把 服务 
时 间 看 作 指 数 分 布 ， 这 样 将 大 大 简化 数学 模型 ， 并 容易 得 到 系 
统 通过 能 力 的 计算 公式 ， 

例题 3.10 ”服务 时 间 函 数 为 


G(t)=]1- <Í co), 


1 
азот” © 
求 服务 时 间 不 超过 10 分 钟 的 概率 ， 

解 、 对 GCt) 进 行 一 次 微分 ， 得 
2 


С“ ` 
] 
G 一 -一 — ___ Í - . .... шт 


对 每 个 顾客 的 平均 服务 时 间 
odt 


__ Т әр оо dt 

к= | tdo | — = раи 

№ | ч) о (1+Ё)° “СЕР? * 
&z=1+t, dt = dz, 积分 从 1 一 cc; 


“dz y 1 
t -一 一 一 == 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 
服 ?| < 2| z: |, 52x ТОУ) 
] 1 
С = | -~ 一- -— z= — — — " 
р (1+1)? 4 0.05 


计算 表明 ， 在 这 样 的 服务 时 间 分 布 条 件 下 ，100 个 顾客 中 ， 
有 75 个 顾客 的 服务 时 间 不 超过 1 分 钟 。 

服务 时 间 不 超过 10 分 钟 的 概率 为 0 .99. 

我 们 讨论 事件 流 的 目的 是 确定 常用 的 理论 分 布 之 间 的 关 
系 ， 找 到 它们 的 数学 期 望 、 均 方 益 和 偏离 系数 。 根据 w， 人 假设 
各 种 理论 分 布 。 便 于 读者 醒目 ， 汇 总 于 表 (3.2) 

大 家 知 遂 ， 实 际 流 和 理论 流 之 问 总 是 有 差别 的 。 如 果 误 差 
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超过 允许 范围 ， 实 际 流 就 不 能 用 假设 的 理论 流 描述 。 本 童 根据 
o 假设 的 理论 分 布 是 否 符合 ， 必 须 进行 适度 检验 。 这 就 是 我 们 
将 在 下 一 章 讨 论 的 问题 ， 


表 3.2 
分 布 名 称 概 za 密 度 偏离 系数 
_ | U: 
超 指 数 分 布 У) =aG1izie-1yt+GoƏÀAse-21ə1 vi>1 
指数 分 布 fE) = Аел 0: = 1 
J X 2 0) aA JE 11е Mor | 
ACAH klo- 
爱 尔 朗 分 布 f GQ) (И — е 0:131 
(А-ТУ! 
— OTT Е С. FIE с ОКО 
正 术 分 布 f) = yuan "0? 0< 1: 
定 长 分 布 f(t) = G(t- to) u= 0 
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第 四 章 ”事件 流 的 统计 分 布 


工程 技术 人 员 、 企 业 管 理 人 员 对 所 研究 的 对 象 应 经 党 进行 
观测 和 统计 ,根据 实验 数据 描述 顾客 流 和 服务 时 间 的 概率 规律 ， 
发 现存 在 的 问题 ， 对 服务 质量 及 时 作出 估计 ， 有 根据 地 提出 改 
AJB PE. 

观测 记录 的 数据 往往 是 杂乱 的 数字 堆砌 ,但 在 大 量 数据 中 ， 
经 过 科学 的 加 工整 理 ， 可 以 得 到 有 效 的 信息 ， 

本 章 主要 介绍 有 关 数 理 统 计 的 基本 概念 ， 数 据 的 搜集 和 整 
理 的 基本 方法 ， 使 读者 了 解 观 测 记录 的 数据 为 什么 要 整理 和 起 
样 整理 。 学 会 给 实际 的 顾客 流 和 服务 时 间 的 分 布 律 作出 科学 的 
假说 ， 以 便 进行 适度 检验 ， 


91 基本 概念 


顾客 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 的 随机 性 往往 以 不 同 的 数据 
显示 出 来 。 例 如 ， 列 车 到 站 间隔 时 间 ， 如 表 (4.1) 所 列 . 列 车 到 
达 间 隔 是 总 体 。 每 个 到 达 间 隔 时 间 是 个 体 。 显 然 ,研究 的 对 象 改 
变 ， 总 体 和 个 体 也 随 之 改变 。 例 如 ， 我 们 研究 印 船 时 间 时 ， 钙 
船 时 间 是 总 体 ， 每 次 印 船 时 间 是 个 体 。 列 车 到 达 间 隔 时 间或 匈 
船 时 间 总 是 有 限 的 。 但 有 时 为 研究 方便 ， 常 把 相同 条 件 下 所 有 
可 能 的 全 体 看 成 一 个 总 体 。 顾 客 到 达 间 隔 时间 和 服务 时 间 是 连 
续 型 的 随机 变数 ， 所 以 我 们 只 能 抽取 一 部 分 数据 ， 这 部 分 数据 
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Я ЕЛЕ НЕЕ 4.1 (以 分 为 单位 ) 


59 43 35 63 23 4 
112 29 41 43 31 29 
69 57 36 43 14 11 
18 77 81 47 12 43 
44 16 80 6 52 5 
5 6 21 43 44 41 
46 
34.2 
4 12 2 | 43 44 59 
5 14 29 43 46 63 
5 16 31 43 47 69 
6 | 18 36 | 43 51 77 
6 | 21 36 43 52 80 
11 | 23 41 44 57 81 
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叫做 总 体 的 储 本 。 梓 本 中 所 舍 个 体 的 数目 叫 样 本 容量 或 样本 的 
大 小 。 例如， 列车 到 达 间 隔 时 间 的 样本 由 37 个 数据 〈 个 体 ) 组 
成 。 统 计 的 目的 是 根据 样本 对 总 体 规 律 作出 某 种 推断 ， 自 然 这 
种 结 采 很 难 做 到 完全 精确 和 可 靠 ， 但 是 我 们 可 以 采取 一 定 的 方 
法 ， 把 得 到 的 数据 加 以 科学 的 整理 ， 获 得 比较 精确 而 且 具 有 一 
定 可 徘 性 的 推断 。 把 统计 一 个 数据 看 作 一 次 随机 试验 的 结果 . 
如 果 总 体 中 每 一 个 个 体 锌 抽 到 的 机 会 是 均等 的 ， 且 在 抽取 一 个 
个 体 后 ， 总 体 的 成 分 并 不 改变 ， 这 种 样本 就 能 很 好 地 反映 总 体 
的 情况 . 这 种 抽样 叫 简单 随机 抽样 。 抽 得 的 一 些 个 体 叫 样本 观 
RE. 04.1) 是 随机 抽样 的 结果 。 它 是 一 堆 数 字 ， 或 者 说 ， 
它 是 列 村 到 达 间 隔 这 个 总 体 的 一 组 样本 观察 值 。 从 表 (4.1) 中 
看 不 出 什么 规律 。 如 果 把 这 些 数值 (x;) 由 小 到 大 的 顺序 排列 为 


TT + чс, 
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即 表 (4.1) 成 为 表 (4.2? 这 种 按 大 小 顺序 排列 的 数值 叫做 统计 分 
布 序列 ， 从 分 布 序列 中 可 以 看 到 ， 两 边 问 点 的 数值 是 样本 容量 
的 最 大 仁和 最 小 值 。 排 列 在 分 布 序列 正中 则 的 数 叫 中 位 数 。 当 
样本 的 个 体 为 侦 数 时 ， 正 中 间 的 数 有 两 个 ， 这 时 ， 中 位 数 等 于 
这 两 个 数 的 算术 平均 值 ， 中 位 数 表 示 样 本 总 体 的 平均 水 平 。 在 
统计 分 布 序列 中 ,车 SIST MERKTA M AE REX 


жж. ыш, ВНЖ 


0, Z< г, 
F,(z%) = жа 

1, 2,5-2, 
我 们 称 F,(z) 为 样本 分 布 函数 或 统计 分 布 函数 。 样 本 分 布 函 数 
的 图 形 叫 累积 频率 曲线 , 它 是 跳跃 式 地 上 升 的 一 条 阶梯 形 曲 线 。 
所 谓 样本 分 布 通 数 F,(z) 就 是 给 定 容量 为 1 的 样本 中 随机 
变数 取 值 小 于 x 的 频率 函数 。 由 于 随机 变数 取 值 小 于 +， 在 事实 
上 有 一 定 的 概率 P{X 二 x} =F), 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 
间 是 无 穷 的 。 随 机 统计 + 次 中 ， 有 次 小 于 *， 同 时 有 nn ~k 次 大 
于 或 等 于 z， 其 概率 可 用 一 项 分 布 表示 ，P,(R) =C*Prq"-, 根 据 
MEREM, щим, ИЖ НИР, ВИ 
值 。 或 者 说 ， 对 于 每 个 z 值 ， 当 ?足够 大 时 ,样本 分 布 函数 Fu(z) 
都 能 近似 地 给 出 总 体 分 布 函数 值 F(x)。 因 此 ， 可 以 认为 ， 当 7 
无 限 增 大 时 ， 样 本 分 布 函数 能 够 给 出 总 体 分 布 函数 的 近似 值 。 


$2 统计 分 布 的 数字 特征 


上 面 讨论 了 分 布 函数 能 够 完整 地 描述 随机 变数 的 统计 特 
. 5] ° 


征 。 但 在 实际 工作 中 ， 有 时 候 只 需要 分 布 函数 的 数字 尾 征 ， 样 
本 均值 、 样 本 方差 和 样本 均 方 差 等 。 现 分 述 于 后 ， 
(1) 样本 均值 。 也 叫 算术 平均 值 ， 记 作 x 。 设 zi，za，…， 
zs 为 取 自 某 个 总 体 的 ， 一 个 容量 为 n 的 随机 样本 。 例如， 前 面 
НСА а НИНУ] ( 见 表 4.1)。 它 的 平均 值 为 ， 
х=(4+5+5+6+6+ 11+ 12+ 14+ 16+18+21 
+ 23+ 29 + 29 + 31+ 36 + 36 + 41+ 43+ 43+ 43 
+ 43+ 43 + 44 + 44 + 46 + 47 + 51+52+ 57 + 59 
+ 63+ 69 + 77 + 80 + 81+ 112) - 37 
=1440 + 37 = 38.9045), 
即 列车 平均 到 达 间 隔 时 间 为 38.9 分 钟 ， 
又 如 ， 某 港 资料 ， 载 重量 6000 吨 的 货船 ， 其 实际 载重 量 和 


ЯН 18] 7124.3. 
表 4 .3 
实际 载重 量 9) Y 时 Їн) и | я мм 
货船 编号 — 
| (BH) 起 JE 时 间 ( 时 ) | 间 的 平方 
201 _ 506 7 月 19 日 12 时 | 20812 24 | 576 
201 | 550 8 月 6 日 7 时 | 6 日 21 时 14 196 
204 415 8 月 4 日 13 时 5 日 10 时 21 441 
238 ` 500 8 月 9 日 8 时 10 日 4 时 20 | 400 
242 — 490 8 月 13 日 5 时 13 日 23 时 18 324 
238 452 9 月 3 日 19 时 4 日 6 时 | n 121 
` ~ 204 558 10H18 H 3R 19 日 1 时 12 _ 484 
ыжы про 


х=(24+ 14+21+20+18+11+12)+7 
=18.8 СК. 
样本 均值 往往 不 能 完全 反映 样本 分 布 的 特征 。 例 如 ， 按 列 
车 平均 到 达 间 隔 时 间 计 算得 到 的 运输 设备 数量 和 实际 需要 量 有 
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一 定 出 入 。 这 是 因为 没有 考虑 列车 到 达 时 间 的 波动 会 降低 设备 
的 有 效能 力 。 再 以 仓 船 时 间 为 例 ， 平 均 印 船 时 间 为 18.8 小 时 。 
即使 这 个 数字 能 符合 规定 要 求 ， 但 由 于 生 船 时 间 波 动 太 大 ， 在 
制订 工作 计划 时 ， 还 是 不 方便 的 。 因此， 数据 波动 的 大 小 也 是 
一 个 重要 指标 。 如 何 测 量 波动 的 大 小 呢 ? 有 两 种 方法 (1) 极 
Zk. КИАНУ НЗ, HD 

R = шах — Taina 
以 列车 到 达 间 隔 时 间 为 例 ， 

R=112 一 4= 108 分 钟 ， 
即 列 车 到 达 则 隔 时 间 的 波动 达 108 分 钟 之 多 ， 

由 于 极 差 法 没有 充分 利用 数据 提供 的 信息 ， 所 以 反映 实际 

情况 的 精确 度 较 差 。 于 是 产生 了 第 二 种 方法 一 一 标准 差 法 。 即 


— 


о. Sai- Dfi. (4.1) 
1 


式 中 zi; 一 随机 变数 的 可 能 值 ， 
т 一 随机 变数 的 平均 值 ， 
J ;一 随机 变数 的 频率 ， 
n 一 统计 次 数 ， 


-1 
Һ=, 


и [Хч 
эө O, = > (z; — ry: L = i д? (4.2) 
i -1 n n 


о оон, (4.3) 


仍 以 印 船 时 间 为 例 ， 
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е 
> x: 


一 —= (576+ 196 + 441+ 400 + 324+ 121+ 484) + 7 


=366, 
>. 0° =: 366 ~ 18.32 = 51, 
或 0.=\/31=5.568. 


用 标准 方差 衡量 数据 的 波动 比 极 差 法 精确 。0; 值 越 大 ， 波 
ул. ZIR. 

我 们 常 有 这 样 的 体会 : 测量 较 大 的 东西 时 ,绝对 误差 较 大 ; 
测量 较 小 的 东西 时 ， 绝 对 误 兰 较 小 。 而 极 差 法 和 标准 差 法 都 只 
能 反映 绝对 波动 的 大 小 ， 不 能 考虑 相对 误差 的 大 小 。 为 此 ， 提 
出 特征 数 一 偏离 系数 ， 即 随机 变数 的 均 方 差 与 平均 值 的 比值 。 


Вр 
=», (4.4) 
wh 
在 我 们 的 例子 中 ，v; = Б 0.302. 


А-З, KAAP ЕНИН ТЕ ТА К, 
и, ЛАА ЖАААТ ВУ 8], IFEA.. 


54.4 
# 名 | ЛЕ F FJ BJ fy WJ li h ЖЕ 35 WARE 

A Ж H 36 12.1 0.34 
В Ж + 29 10.3 0.35 
С $h 13 5.5 0.38 
р 8 ц 25 11.0 0.44 
Е 煤 28 23,0 0.82 
Е үс 19 8 .1 0.45 
А | 赴 18 6.3 0.36 
B | + 35 10.5 | 0.31 
C | 未 + 52 26.0 0.47 


2204.4) PARR A Н ЕНН, E Н [ы Е 25 8) 
WEE {ЕЗ1——-38%%, 8], НЕЮ. 特别 是 同一 只 斯 
在 不 同 的 航线 上 ，、 运 输 不 同人 氏 物 时 ， 更 为 明显 . 

又 如 ， 京 广 铁路 线 上 的 株洲 北 站 和 陇 海 线 上 的 西安 东 站 ， 
衔接 方 回 车 流量 的 波动 ， 列 于 表 (4.5). KPRF ERIT, 
车 站 各 方 问 的 车 流量 和 车 站 综合 车 汽 量 都 有 波 劲 ， 但 其 仿 离 系 
数 都 在 0.33 以 下 。 


表 &.5 


р чу" гї. he — 0. с ы-ы 


部 2 f lo Jr [и] ня в у Ж 偏离 系数 


一 -一 一 一 一 "一 一 一 -~ -- . -一 —.— =- a 2 —- _ үка -—-. —— m. T — — 


ER K yb 22 2.3 0.105 
洲 l 7 22 2,6 0.14 
ДЕ | 海 16 3.0 0.19 
УБ kk 洲 14 1.7 0.12 
` Аи 14 3.8 0.048 
6 上 行 | 6 1.89 0.31 
Че 下 íF 25 2,59 0.10 


.一 ”一 = — 
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ЕЖУ, ЪЪ ЖЕЛП — E TE: 

1) ЖЗ. ТЕМ ЖЕ Т, КНБ ПЕЙ ИА # 
现 出 在 一 定 范围 内 的 波动 ; 

2) 规律 性 。 数 据 波 动 不 是 杂乱 无 章 的 ， 而 是 呈现 一 定 规 
律 的 。 


$3 最少 统计 次数 


为 了 弄 清楚 数据 波动 的 规律 ， 必 须 有 一 定 的 样本 容量 。 当 
然 ， 一 个 总 体 所 含 的 个 体 的 数目 往往 是 无 穷 的 ， 以 致 不 能 一 一 
° 55 ° 


加 以 考察 。 有 时 候 数 据 的 测定 是 破坏 性 的 。 例 如 ， 研 究 炮弹 的 
杀伤 半径， 测量 一 个 数据 就 要 爆破 一 枚 炸弹 。 因 此 ， 即 使 总 体 
所 含 个 数 不 多 ， 也 不 允许 全 齐 考 察 ， 我 们 只 能 通过 样本 了 解 总 
体 。 但 是 样本 大 小 往往 影响 到 总 体 的 本 来 面目 ， 所 以 ， 要 有 一 
个 最 小 的 样本 容量 或 最 少 的 统计 次 数 。 求解 这 个 问题 应 以 概率 
论 中 的 中 心 极限 定理 为 基础 ， 即 统计 次 数 N 的 平均 结果 СЖ 
或 均值 ) 近似 于 正 态 分 布 。 如 果 在 六 次 统计 中 ， 出 现 事 件 4 的 
钦 数 为 hx， 则 其 频率 为 


И, 
# A 
p 一 一 


N ° 
它 近 似 于 正 态 分 布 ， 其 数学 期 望 为 

т. =P. (4.5) 
它 的 均 方差 为 


„= 290), (4.6) 
МАЛ, MILEA НУН 

Tis Eos y Ne 
则 其 算术 平均 值 为 

r=- Di (4.7) 
它 近 似 于 正 态 分 布 ， 具 有 数学 期 望 

т; =т,. (4.8) 
它 的 均 方 差 为 


О 
=, 4.9 
УХ (4.9) 


式 中 то НИХ НУР НН Л. 
在 上 述 分 布 律 和 计算 公式 的 基础 上 ,就 可 以 讨论 如 下 问题 ， 
在 N 次 统计 中 ， 事 件 A4 每 次 发 生 的 概率 为 P。 统计 结果 事件 4 发 
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生 的 频率 为 pP"。 我们 求 |p* ~p| 不 大 于 给 定 值 e 之 0 的 概率 .考虑 
(4.8)(4.9) 得 ; 


(4.10) 


се р ev М 
РС В -P| <e) 2905). 
AF ФА. 

例题 4.1 进行 N=1000 次 独立 试验 。 在 每 次 试验 中 , 事件 
A 发 生 的 概率 为 P=0.3。 АЖ. 事件 4 的 频率 p "与 其 概率 ?的 
差 小 于 =0.02 的 概率 ，。 


解 ” 按 公式 (4.10) 有 ; 
_ pf 0.02x31.6 
р(|р* —р|<00.02)=2ф(— == 


或 р(\р*—0.3|<0.02)=2Ф(1.38) 50.83, 

К, РАБ, ЖЕ р” УМН. НЕТ 
P 是 未 知 数 。 但 在 估计 统计 的 精度 时 ， 公 式 (4.10)〉 的 等 号 右边 
不 需要 那么 精确 。 因 而 ,我们 取 p =p"。 或 者 说 ， ВИ KAN 
为 已 知 值 和 大 概 的 ? 值 。 然 后 ， 求 p" 与 p 的 差 不 大 于 的 慨 率 ,内 
而 有 这 样 的 问题 。 究 竞 应 统计 多 少 次 数 N, 方 可 使 p' 与 ?的 差 小 
于 e 的 概率 大 于 或 等 于 一 定 值 呢 ? 即 在 很 多 次 独立 试验 中 ， 事 
件 A 每 次 发 生 的 概率 为 ?， 需 要 统计 多 少 次 N， 方 可 达到 足够 大 
ВВЕ ЖО, р? р [<= 

ХРОН Аура, RIER. ФО ун {ДЖЕР 
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RP OMERA. 
од РАВ [ут 
从 而 ,得 N=? 0 (О |. (4.11) 


АЖА ТОНЯ АЈА IË, СНУ, ИДИ, МТМ 
РЯ r EB, АПН. ОЖ. 
54.6 
-一 x 


Q 0.800.850.900.95 1.98 0.970.980,99, 0.995 0.999 0.9999 


' 1 
1 . — —T T —— — 0 2 0... ш а 


1 
. | i i 
——ÑÑ r 


1:64 2.08 3,713.84 (214.495.436.6) 
例题 4.2 在 很 多 次 独立 试验 中 ， 事 件 A КИЕВА R 
p=0.2， 试 回 统计 多 少 次 数 N， 使 可 信 水 平 Q =0.95, НИЕ 
p*--p<0.01? 
м В CQ=0.95， 查 表 (4.6) 得 


|$-* (5.0 )| =3.84, 


алии лана 


[$ 1(% >27 


| 
7.90 10.9 | 15.2 
| 


=: X 3.84 = 6140, 
即 需要 实现 6000 次 试验 ， 
现在 我 们 根据 平均 值 和 数学 期 望 间 的 关系 求 最 少 统 计 次 


Ж. 
设 进行 N 次 独立 试验 ， 在 每 次 试验 中 ， 统 计 得 随机 变数 X 
的 平均 值 为 mx， 均 方差 为 0.， 随 机变 数 X 的 统计 平均 值 为 


N 
z= 1\2, 
N < 


PRR UL RA E- m луй ЕИ Ж 
PC t-m, <e), 
解 ” 在 中 心 极限 定理 的 基础 上 上 ， 由 于 N 很 大 , 可 以 考虑 了 服 
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НЕ, H BARIER, =M, c; = G./ N, 
从 而 РС\х—т„|<&› = 2®(——), 
或 Р(.2- т, <ез=ге( УК) (4.12) 


АА ао 计数 学 期 望 的 精度 . 

4,3 ”进行 =1600 次 独立 试验 ， 随 机 变数 X 的 数学 HH 
HAm, =2, HY =1, WR E-m.) 的 值 小 于 0.05 的 概率 。 

解  Р(|®—т„|<о.05)=2ф(-5-9°49 ) 

= 20(2) 守 0.954, 

由 此 可 见 ， 可 以 不 知道 随机 变数 的 数学 期 望 ， 但 需要 知道 0,， 
才能 求 到 P， 

实际 上， 统计 的 0。 H От Е, Вр 


уту Sai- ‚ (4.13) 


式 中 3 一 算术 平均 值 . 
如 果 给 出 可 信和 水 平 89， 则 公式 (4.13) 为 


УМ) =Q, 


WH 而  м=(°) [0 (o). (4.14) 
例题 4.4 进行 独立 试验 , 其 目的 是 确定 随机 变数 X 的 数学 
ЯНЗ ИЕ т, 它 的 均 方 差 [ 按 公式 (4.13)] 90,=0.1, #7 
KEO =0.99, ==0.01 试问 统计 多 少 次 数 N? 
解 ” 按 公式 (4.14) 
м= (95) [o (00) = (01) x6.61 


= 661 次 


即 最 少 统计 661 次 才能 达到 可 信 水 平 99%，。 
综 上 所 述 ， 最 少 统计 次 数 N 取 决 于 ， 
D 要 求 的 统计 估计 可 靠 性 ! 
2) 人 允许 的 抽样 误差 ; 
3) 特征 数 的 偏离 量 ， 


$4 数据 分 组 


为 了 能 从 样本 大 致 确定 统计 数据 在 数 轴 上 的 概率 分 布 和 密 
度 分 布 ， 需 要 不 少 的 统计 数据 。 若 随机 变数 为 离散 型 ， 则 可 计 
算 样 本 中 各 个 观察 值 的 重复 次 数 ， 从 而 得 到 随机 变数 取 这 些 值 
的 频率 。 至 于 连续 型 ， 由 于 随机 变数 可 能 取 区 间 工 的 一 切 值 ， 
但 实际 统计 观察 次 数 有 限 ， 同 时 ， 实 际 读数 的 精确 度 也 有 限 ， 
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4.1 
数据 ， 得 不 到 综合 ， 因 而 反映 不 出 曲线 的 特征 ， 
如 果 我 们 把 它 分 成 5 组 ， 
MEARE, MAAA, 


-- 并 列 于 表 (4.7) 后 面 4 格 。 
把 它 画 成 图 (4.2)。 可 以 很 
清楚 地 看 到 个 别 特殊 的 数据 
得 到 了 综合 ， 使 分 布 曲 线 畦 0.5 25 45 65 85 
征 也 得 到 了 很 好 的 及 映 . 图 4.2 
表 4.7 
每 天 生产 上 发 生 的 | 发 生 门 | 
№ ых žir “组 H тия 数 | ях 
тижня RO 
0 ^ 0.064. 0 一 1 0.5 Б 0.1613 
1 3 0.096: 
2 э 01615 2—3 2.5 9 0.2903 
3 А 0.1290 | 
4 Г 0.2255 4—5 4.5 10 0.3225 
5 3 0.0968 
4 0.1290 6—7 6.5 6 0.1935 
7 2 0.0645 
Š і 0.0322 8—9 8.5 1 0.0322 
9 0 0.000 | 
РРР РЕ ДЕР ДР РЕ РРР РРР РРР РРР ы ыан A 


在 得 定 组 数 时 ， 通 常 ， 当 样本 容量 多 于 100 个 时 ,分 威 10 一 
2094; 当 梓 本 数 少 于 50 个 时 ， 一 般 分 成 5- 一 0 组 。 
一 般 在 确定 分 组 数目 时 ， 可 按 下 式 计 算 。 
kR=1+3.221ogn, (4.15) 
式 中 1 一 统计 次 数 ， 
log— НОЕ. 
实际 分 组 时 ， 还 要 考虑 计算 的 方便 ， 进 行 适 当 调 整 。 
有 J 分 组 的 数目 ， 根 据 分 布 序 列 两 端点 值 之 差 就 可 以 确定 
2, В 
ti 


а т — Lmin 
фас, Wari s ° (4.16) 


AFF, У нахо Tuio 一 一 分 别 表示 统计 数据 中 最 大 和 最 小 信 ， 
我 们 仍 以 列车 到 达 间 隔 时 间 为 例 。 共 统计 37 次 ， 
k :=1 +3.221og37 =6. 


2112-4. 
6 


我 们 取 i=20 和 i=24 两 种 分 组 ， 其 结果 列表 (4.8) 如 下 ， 


i = 920, 


Вттттмэы- 
д ж ж ж | ям яж 
| 
1 ~20 | 10 | 1—24 12 
21—40 7 | 25—48 15 
41—60 14 | 49—72 6 
61—80 4 | 73—96 3 
| 97—120 1 


81-100 1 
101—120 1 | 


有 了 组 中 ， 就 可 数 出 落 在 每 个 组 中 的 次 数 ， 用 唱 票 的 方式 
进行 计数 ， 或 称 频数 。 频 数 与 样本 总 数 之 比 叫 频率 。 为 了 直观 


° 62 ° 


地 看 到 数据 波动 的 规律 ， 在 横 座 标 上 标 出 分 组 的 点 ， 在 纵 座 标 
上 画 出 对 应 的 频率 。 画 成 的 图 叫 直 方 图 ,或 称 频率 分 布 直 方 图 . 
治 直方 图 中 点 描 出 来 的 曲线 叫 频 率 分 布 曲 线 。 这 条 曲线 排除 了 
抽样 和 读数 的 误差 ， 完 全 反映 了 波动 的 规律 。 数 据 的 波动 规律 
不 同 ， 则 分 布 曲 比 的 形状 也 不 同 。 

由 于 统计 数据 前 频率 .二 和 等 于 1 ,不 难看 出 ， 二 方 图 矩形 面 
积 之 和 等 于 1。 或 省 说 ， 分 布 曲线 与 模 座 标 所 夹 的 面积 等 于 1， 

必须 注意 : 在 分 组 计算 中 往往 造成 误差 。 例 如 ， 在 计算 列 
车 平均 到 达 间 隔 时 间 时 ， 分 组 计算 的 总 时 间 为 1422.5 分 钟 〈 匈 
表 4,9)。 而 实际 的 间 吧 时 间 为 1440 分 钟 ， 因 而 ， 在 计算 样本 均 
值 时 可 用 加 总 计算 法 . 


54.9 

ИГ 5) 

л и ЯНЕ уй Ж 
| £i M; 
124 | 12.5 12 
25—48 36.5 15 
49—72 60.5 5 
73—96 84.5 3 
97—120 108.5 | 
Я 37 


为 了 使 计算 迅速 、 正 确 ， 在 计算 平均 值 时 可 按 下 列 步骤 进 


IT. 
D 找 出 中 位 数 ， 把 筷 作 为 样本 均值 的 近似 值 ; 
2) 根据 各 组 发 生 的 次 数 进 行 夺 加， 其 方法 如 表 (4.10〉 所 


ЛАЗ 
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加 ! 总 
组 № 组 中 值 频数 -一 
Ti Н, 第 一 次 第 二 次 
1—24 12.5 12 | 12 12 
25 — 48 36.5 15 27 39 = $1 
49—72 
73—96 


97—20 


D 按 下 式 计算 样本 均值 ， 
Ж = Z, + Sd, (4.17) 
式 中 ”mw 一 中 位 数 。 即 上 表 中 ， 正 中 间 组 的 组 中 但 ， 


Si 一 如 表 中 两 次 相 加 后 得 到 的 值 ，s: 是 从 头 上 加 到 中 间 
组 ; 5, НЕП) AHA, 


d— 2H jE. 
我 们 的 例子 中 ， vp =60.5, 5,=39, $, =D, 4=24,п=31. 
‚у z=60.5 +23 X24 33 45, 
УТЕП ИЕН 2004.17). HÆ (4.10) м, 
h 
s, = > (k-i), (4.18) 
ї = 1 
s= > @-Ри,. (4.19) 
= R+1 
. 55а, 
е z, =, +d 
Za =z; + 2d 


л; =T] (1—14 
Uh — 1 +(Ё—1)4 


аре ъ= аА 1 11-^) =@- Ва, 


НП (1 А) = i 
d o % 
сх ° 


把 (4.20) 代 入 (4.19); 14.20 & A G 4.18) 458 
k 
S= № Ci- rnd, 


і 


т 
__ x Ñ 
S, == № (ж; — и; dd. 
t- k41 


{@(4.22) (4.23) 代入 (4.17) 得 


(4. 


(4. 


(4. 


T=7 DS : 
= р> (x; ~ ти, / + № (т; —хән/а 


Ё + 1 ] 
í = 1 


=: Z, H | У (Z; 一 rn |d/dn 


按 加 总 法 计算 样本 均值 的 一 般 形式 如 下 表 所 列 ， 


j» 


| 
| 加 5 
I x Zi | ni oO 
И 第 一 次 第 二 次 
maaa =. ___ И = — ==. шшш о в u. 
1 ху | 1 П] 1 
2 i хә 2 1 tR: 2ni + H> 
| 
R-1 | Le] k=] | fi Tho +з Ng] (А 1)ну + (Ё72)пэәэ+ рр 51 
Б Ti ng o 一 -一 
k+l .+] | Miti ` Her] ТН. + Пи пука + (т. В) nm = 52 
molj Хита | m-i nmg T bn nm- 1 + 2Ни 
m | + Ню Nm Nm 


现在 用 加 总 法 计算 统计 方差 ， 即 标准 差 。 在 计算 时 可 与 计 
算 样本 均值 用 同一 张 表格 。 先 举 一 个 例子 (20322 z& BJ EM HJ 
间 )。 计 算 过 程 如 表 所 列 : 


1 х. 


С; Wl oo —стыоты еэзеы:21 


第 一 次 第 二 次 第 三 次 


12.5 12 12 12 12 
36.5 v 
60.5 6 

84.5 < ‘4х “5=sov “6=s2" 
108.5 NIN 1 `, 


这 里 组 有 中 d == 24 „S1 =39, S, =5,$:° = 01 ‚5° =6, n=37. 
标准 差 可 按 下 式 计 算 : 
ИЕ ИВ 
=24\/ (114-44-37-0.84)/36 三 土 25( 分 )。 
即 列 车 到 达 间 隔 时 间 偏 离 平均 到 达 间 隔 时 间 为 土 25 分 钟 。 


s 66 e° 


s= /~ _ | 
V5 (г; ~ PI n; nR] r 
3- 1 
为 此 ， 列 出 计算 表格 : 


| _ — — 
Tı | п; д-т r (х; - х)? 《Zi – х) 2н; 
12.5 x 12 - 25.9 670.81 8049.72 
36.5 | 15 1.9 3.61 54.15 
60.5 | 6 22.1 488.41 2936.46 
84.5 | 3 46.1 2125.21 5375.63 
108.5 1 70.1 4914.01 4914.01 
x P= 37 E = 22323.95 


s= 2229.03 = 94,9004 н), 


两 种 方法 的 计算 误差 为 0.1 分 钟 ,但 加 总 法 简便 易 行 。 其 数 
ЋЕ ВЭ пу 0201 


$6 9: 例 


上 上 面 讨论 了 理论 分 布 和 统计 分 布 以 及 它们 的 数字 特征 。 下 
屿 我 们 用 表格 的 形式 逐步 确定 统计 分 布 的 数字 特征 、 还 根据 偏 
离 系数 v， 初 步 假定 这 种 分 布 可 能 属 那 种 理论 分 布 ,为 下 一 章 适 
ERRES, 

例题 4.5 НА Е ШК О] КИН] Ө] ЖЖ ШК 
数列 于 表 (4.15)。 试 求 改编 列车 到 达 间 隔 时 间 的 数字 特征 ， 

由 表 可 见 , 列 车 平均 到 达 间 隔 时 间 是 15 分 钟 :方差 为 157 .7! 
均 方 效 为 12 .6 分 。 人 和 偏离 系数 为 0.85。 

. 67 ° 


34.15 


шк g m "ТРН ЖЧК ЕЮ ЕЕЕ [i 中 - | Cp- M 
中 | 数 让 | жю | pi Су | МОй)? | ФОР 
1| 0—6 з |129 [0,247 {| 0,741 | -12 144 35.568 
2 | 6—12] 9 |143 |0.274| 2.466 | -6 36 9.864 
3 | 12—18 | 15 | 97 | 0.177 | 2.655 0 0 0 
4 | 18 一 24 | 21 | 60 10.115! 244157 6 36 4.140 
5 | 24—30 | 27 | 35 |0.067 | 1.809 x 12 144 9.648 
6 | 30—36 | 33 | 21 10.040 | 1.320 x 18 324 12.96 
7 | 36—42 | 39 | 13 |0.025| 0.975 24 576 14.40 
8 | 42—48 | 45 8 |0.015| 0.675 30 900 13.50 
9 | 48—54 | 51 5 [0.009 | 0.459 x 36 1296 11.66 
10 54—60 | 57 5 |0.009 | 0.513 | 42 1764 15.876 
11 | 60—66 | 63 4 |0.008 | 0.504 48 2304 18.432 
12 2 [0.0041 0.276 54 2916 11.66 


66—72 69 


| 


2,157.7 


银 据 Y = 0.85 和 分 布 曲线 形状 如 图 (4.3) 所 示 。 人 参照 第 三 
章 广义 爱 尔 朗 分 布 的 偏离 系数 0<o<1 和 分 布 曲线 形状 ,可 以 假 


A 
d 


2.0 \ 


1.5ў 


1.0 ` 


s 05 ° 


设 它 服从 广义 爱 尔 朗 分 布 。 SALKE 


и о 1 2 3 

例题 4.6 ITERE н 

验 所 抽查 200 组 同类 产品 ， Е Жи; |116 56 22 4 
其 结果 次 品 情况 如 下 : ü 


试问 次 品 分 布 是 否 为 油 松 分 布 。 
Ж ”我 们 用 加 总 法 求偶 离 系 数 ， 


表 4.17 
noom o Ж 2 
116 „116 116 
0 116 
1 rg о ”172°°”288/)=$0 "404 =5| 
2 22 一 一 


T= z, + 5? 31 d 
8 — 288 
о 一 0.6， 
2 200 0.6 
— — 
g=d-— мии 
n— 1 
, п (8—28) 
(2104-10) – (288 + 8) = 29 - 
200и то) вв + в)- 8295 
1.6, 
200-1 


1.6 
АА о = -一 一 一 2 T> 1, 
0.6 


因为 超 指数 分 布 的 侦 离 系数 大 于 1《〈 见 第 三 章 ) 所 以 ,次 
АВ ВЕ АНН 225 ЦА 
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д” Е 
{Л HH 


例题 4.7 ”对 200 个 电子 元 件 进行 寿命 检验 ， 其 结果 列 于 裘 


(4.18), 
4.18 
аР АЕ Е) 平均 数 | 
寿命 (100 H | pisi (h MD? СР - МО)? р 
小 时 {зр ni “оң |М‹ жар; 
0—5 | 2.5 | 133 | 0.665 1.6625 4.6225 3.07 
5-10 | 7.5] 45 ! 0.225 1.6875 8.1225 1.83 
10—15 | 12.5 | 15 | 0.075 0.9375 61.6225 4.62 
15—20 | 17.5 j 0.020 0.0011 | 165.1225 3.30 
20—25 | 22.5 о | 0.010 0.2235 31.6225 3. 18 
25—30 | 27.5 1 0.005 0.1375 522.1225 2.61 
2.200 1.0 2.4.65 | 2.18.61 
由 未 (4.18) 可 见 ， 电 子 元 件 的 平均 寿命 为 4.65 小 时 Jr2e 
| 4.31 
为 18.61， 均 方差 为 0=v 18.61 =4.31, WA ЖЖ = T 65 


0.93( 搁 近 1)、。 因 此 ， 电 子 元 件 寿命 分 布 可 以 假设 为 指数 分 布 。 
例题 4.8 已 知 汽 车 到 达 货 场 取 货 的 间隔 时 间 和 发 生 的 次 
数列 于 表 (4.19)。 试 问 它 可 能 服从 何 种 理论 分 布 ， 


表 4.19 


ня ti п; bi Xipi 

1| 5 | 15 [0.075 0.373 64 4.8 

2 7 | 26 {0.130 0.910 36 4.68 
з | 9 | 25 [0.125 1.12; 16 2.00 
4 11 | 30 |0,150 1.550 4 0.60 
5 | 13 | 26 [0.130 1.690 0 0.00 
6 | 15 | 21 |0.105 1.575 4 0.42 
71 17 | 24 0.120 2. 040 16 1.92 
8/19 | 20 | 0.100 1.900 36 3.60 
9 | 21 | 13 [0.065 1.365 64 4.16 

让 200 М(х) =13 | D(x)= 17.68 


E ”我 们 制订 计算 表格 ， 计 算数 字 特 征 : 
人 


间 的 偏离 系数 U Ел = 0. 33, 


例题 4.9 人 台 西 编组 站 到 达 场 ，1931 年 9 月 份 每 天 接 改 纺 
列车 76 列 到 99 列 不 等 ( 见 表 4.20)。 试 确定 让 人 台 西 站 每 天 平均 接 
入 列车 数 。 接 车 数 的 方差 和 偏离 系数 . 

解 ” 根 据 公 式 (4.15) 确 定 组 数 ， 

Е=1+3.2210230=5, 


ZH pH, i= лье „ 99—16. =4.6. 


为 便于 取 组 中 值 ， 我 们 取 i=3。 大 家 知道 ， 车 站 每 天 接 入 
的 改编 列车 是 随机 变数 ， 


$4.20 丰 西 站 到 达 场 作业 量 数字 特征 计算 过 
| h 
дейш ЖҮЛ: ТТ ҮР ле Мж - М | М 
(1)) хр; 
1 16—74 77 [т 1 | 0.033 2.54 9.5 90.25 2.98 
2 [79—81 80 | 4 0.134 | 10.72 6.5 42.25 5.66 
3 82—84 83 17 x 0.233 | 19.34 3.5 12.25 2.85 
4 82—87 86 6 0.200 | 17.20] 0.5 0.25 0.05 
5 |88—90 89 | в | 0.200 | 17.80 2.5 6.25 1.25 
i | 
6 91—93 92 j 3 | 0.100 9,20 5.5 30.25 3,025 
7 94—96 95 ; 1l 0.033 3,14 8.5 72.25 2.38 
8 97—99 98 2 0.067 6,57 11.5 132.25 8.86 
计 | 3 86,5 27.0 


H (4.20) 可 见 , 主 台 西 六 每 天 平均 搂 改编 列车 86.5 列 ， 


0727 22р 27, ВЈ) 0 уот = 5.29], 偏离 系数 0 = 
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=0.06, 
我 们 把 丰台 西 站 作业 Р 
量 波动 描 成 频率 分 布 曲 线 05 
( 见 图 4.4) 从 曲线 形状 来 с. 
看 ， 它 近似 于 钟 形 曲线 ， 
根据 这 二 点 ， 我 们 假设 车 
У ТЕ МУ ЕЕЕ ГИ Be AR М ЈЕ 77 80 83 86 89 92 95 
态 分 布 。 究 竟 是 不 是 假设 图 4.4 
的 理论 分 布 将 在 下 一 和 章 中 用 x”〈《 读 作 卡 平方 》 进行 检验 。 
例题 4.10 根据 某 粮食 仓库 台 账 ， 运 粮 汽 车 到 达 仓 库 的 间 
ВИ: (0—22> 分 钟 内 变动 。 连 续 统 计 500 辆 汽车 的 数据 ， 列 于 
表 (4.21)。 试 问 汽车 到 达 间 隔 属 何 种 分 布 。 


шы. 


44.21 
汽车 到 发 生 次 。 & H 分 布 | чиж? 
БЕ, | И ЕШШ ЖБЕК Anag О ТО? 
БШ fD FO) | FD | FD 
0 一 小时 | 20 | 0.040 | 0.040 | 0.052 | 0.052 0. 012 
2—4 94 | 0.188 0.228 0.204 0.256 | 0.028 
4—6 131 | 0.262 0.490 | 0.238 0.494 0.004 
6—8| 97 | 0.194 0.684 0.188 | 0.682 0.002 
8—10! 66 | 0.132 0.816 | 0.132 | 0.814 | 0.002 
10—12! 38 | 0.076 0.892 | 0.084 0.898 0.006 
12—14| 26 | 0.052 0.944 x 0.049 | 0.947 | 0.003 
14—16! 13 | 0.026 0.970 0.027 0.974 | 0.004 
єз 12 | 0.024 0.994 0.015 | 0.989 | 0.005 
18—20] 2 | 0.004 0.998 | 0.007 | 0.996 0.002 
20—22 1 | 0.002 1.090 x 0.004 1.000 0.000 

L500 
现在 我 们 计算 数字 特征 ， 


1) 数学 期 望 (平均 数 ): 
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MCD= 1-1 SI, = 3245—95 = 6.866468), 


N 
汽车 到 达 强 度 为 : 
; 
N 
М1) = 1 5 R= 50561.» =61.123(ДЫ])*. 
N 一 0 
[BJ КЕШН] Ну Ж 


о2(1) = М(12) – М°(Ту=61.123—6.866° 
一 13.981( 小 时 7”。 
ЗЕЯ 0(1)= 13.981= 二 3.739 小 时 ， 


偏离 系数 ос) = 902 = 3.739 -0.54。 


MCI) 6.866 
现在 确定 爱 尔 朗 阶 数 ， 
1 1 _ AD) 


Оф” 05 和 0326 
因此 ， 本 题 可 能 属 三 阶 爱 尔 0,20 
朗 分 布 , 其 分 布 曲线 如 图 4.5 
т. 0.13 
本 章 在 简单 地 讨论 数理 о. 065 
统计 基本 概念 后 ， 用 实例 久 
明 ， 建 立 统计 分 布 的 过 程 ， 0 4 8 12 16 20 
其 一 ， 应 根据 给 定 可 信 度 ， 图 4.5 
确定 最 少 的 统计 次 数 ， 并 把 搜集 来 的 数据 进行 分 组 ， 用 表格 的 
形式 或 相当 的 计算 公式 确定 统计 分 布 的 数字 特征 ， 其 二 ， 根 据 
分 布 频率 (统计 概率 〉 作 出 直方 图 和 分 布 曲 线 ， 其 三 ， 根 据 分 
布 则 线形 状 和 偏离 系数 值 ,假设 统计 分 布 可 能 服从 的 理论 分 布 ， 
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I 


太后 进行 统计 检验 ( 见 下 章 )。 
本 章 还 立 明 了 第 三 章 中 的 很 多 理论 概念 ， 并 为 下 一 章 讨论 
理论 检验 莫 定 了 基础 。 
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第 五 章 ”统计 分 布 与 理论 分 布 的 比较 


在 上 一 便 里 ， 我 们 根据 统计 分 布 的 曲线 和 偏离 系数 值 假设 
统计 分 布 服 从 某 种 理论 分 布 。 这 些 工作 是 必要 的 ， 但 没有 一 个 
数量 指标 衡量 统计 分 布 与 理论 分 布 吻 合 的 程度 。 理 论 分 布 与 统 
计 分 布 总 是 有 误差 的 ， 需 要 解释 产生 误差 的 原因 ， 或 者 由 于 统 
计 次 数 不 够 ,或 者 是 假设 的 理论 分 布 根本 不 对 ， 这 些 将 是 本 章 
所 要 问答 的 问题 ， 

统计 分 布 与 理论 分 布 哆 合 的 程度 叫 适 度 检 验 。 适度 检验 的 
方法 很 多 ， 常 用 的 是 ， 皮 尔 逊 六 检验 法 和 哥 尔 莫 可 和 尔 夫 法 。 本 
草 先 介 绍 方法 的 原理 ， 后 用 实例 说 明 检 验 的 步 又 ， 


$1 皮尔 还 X 检验 原理 


设 统计 分 布 F.Cz) 服 从 理论 分 布 FCx)。 为 了 检验 这 个 假设 
是 否 成 立 ， 我 们 先 假设 它 是 成 立 的 ,而 后 看 由 此 产生 什么 后 果 ， 
党 导致 不 合理 的 现象 发 生 ， 圾 明 假 设 不 是 正确 的 ， 或 者 说 ， 假 
设 不 能 成 立 ， 因 此 ， 拒 绝 这 个 假设 。 如果 由 此 没有 导出 不 合理 
现象 的 发 生 ， 则 假设 是 可 以 接受 的 。 应 该 指出 ， 所 谓 不 合理 现 
象 ， 并 不 是 形式 逻辑 中 的 绝对 矛盾 ， 而 是 基于 人 们 在 实践 中 广 
泛 采 用 的 一 个 原则 ;小福 率 ”事件 ， 即 在 一 次 随机 试验 中 ， 某 
事件 几乎 是 不 可 能 发 生 的 。 例如， 服从 正 态 分 布 的 随机 变数 XX 
ДЕ +30 之 外 的 概率 为 0.003， 一般 认为 这 一 概率 很 小 ， 因 
此 ， 把 元 主 3c 看 作 和 实际 可 能 取 值 的 范围 。 
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构造 一 种 检验 法 的 关键 在 于 选 定 一 个 小 概率 事件 ， 通 常 取 
概率 不 超过 0.01 或 0.05 的 溃 件 作为 小 概率 事件 ， 
设 进行 ?次 独立 试验 ， 得 到 随机 变数 藉 的 统计 分 布 : 
X; гух, 2, 
Í: ff. f. 
当 # 很 大 时 ， 根 据 上 一 章 介 绍 的 分 组 方法 进行 分 组 ,并 计算 
组 频数 和 组 频率 。 如 果 假 设 成 立 ， 则 按 该 理论 分 布 计算 随 机 变 
数 X 落 在 每 个 区 间 组 内 的 概率 p;。 为 了 检验 理论 分 布 与 统计 分 
布 的 适度 ， 需 要 分 析 概 率 与 频率 之 差 。 RME i-p) 的 加 
BEDEA CARIZ Pe, Еи, 


Вр u= 之 ci 大 一 Di 
式 中 cj 一 一 为 i 区 间 的 权 。 并 令 
c = - 
pi 


权 c; 的 引入 是 正确 的 。 因 为 通常 各 组 内 频率 与 概率 之 Æ, 
就 其 显著 性 说 ， 不 是 等 同 的 。 实 际 上 ， (fi рә 的 绝对 值 相同 
时 ，pi 越 天， 其 显著 性 越 小 ， 或 者 说 ，ci 与 Pi МИ, 

因为 户 和 Pi; 都 是 随机 变数 ， 所 以 & 也 是 随机 变数 。 可 以 证 
明 ， 当 n 很 大 时 ，u 只 与 分 组 的 组 数 有 关系 。 如 果 假 设 成 立 ,， 则 
它 近 似 地 服从 R 个 自由 度 的 X 观 分 布 。 即 


h 
= 1 р; 
= Mi 
因为 Р; п 9 
* ир. у? 
所 以 уй = У "стз, (5.2) 
= 1 пр; 


式 中 & 一 一 分 组 的 数目 ，; 
є 76 э 


ј —— ПЭ, 

p—— BE je 80 2; 

1 一 一 统计 次 数 。 

应 该 指出 ， 任 何 试验 都 有 两 种 可 能 情况 ， 第 一 ， 根 据 理 论 
分 布 的 一 般 表达 式 ， 求 统计 分 布 的 数字 特征 ， 第 二 ， 利 用 统计 
分 布 求 理论 分 布 的 估计 参数 。 在 X: 分 布 中 ， 参 数 只 与 自由 度 民 
AA. Вр 
| R=k—s-1, (5.3) 
式 中 s- 一 -估计 参数 的 数目 ; 
实践 证 明 ， 一 般 ， 观 察 统计 次 数 不 少 于 50 次 ， 即 分 组 的 数目 不 
少 于 5 一 10 组 。 如 果 在 有 的 组 中 ， 发 生 的 次 数 很 少 〈 小 于 1 一 5 
次 )， 则 应 把 它们 合并 于 相 邻 的 组 中 ， 使 它们 发 生 的 次 数 达 到 
5—10. 

根据 小 概率 一 次 试验 实际 不 可 能 性 原理 ,如果 X 观 小 于 按 x° 


分 布 表 〈 见 附录 3) 查 得 的 X2: 的 临界 值 x 临 ， 则 没有 根据 拒绝 候 
设 的 理论 分 布 ， 或 者 说 ， 统 计 分 布 与 理论 分 布 的 差异 不 显著 。 
如 果 X 观 之 X 临 ， 则 拒绝 假设 的 理论 分 布 。 


$2 皮尔 进 X 检 验 法 举例 


例题 5s.1 设 统计 分 布 为 : 
xı 5 7 9 11 13 15 17 19 21 
n; 15 26 25 30 26 21 24 20 13 
样本 容量 n = 200, АННЕ ЖЕЛЕ АЕ ЖОЛЫ. В 
же Е k Ра 二 0.05， 
解 1 运用 上 --… 章 介绍 的 方法 确定 样本 均值 和 样本 均 方 差 ， 
得 五 = 12.63; 0O 样 二 4.695， 
ә 77 ° 


2 考虑 4= 200, h=2, 0Н-=4.695, ФК АИ ЖЛЕ 
频数 ， | 
, nit 200 x 2 _ 
nm; = -— Pu; = pK) 85.20(u;), 
ӨҢҮ 1695. рси, 
制订 计算 天 [yp(u,〉 值 见 附 孙 (2)] 
» оред „р. ,. 一 . 
f х; и; И ms) n; = 85.2ф(и;) 
1 5 | -1. 62 0.1774 9.1 
2 7 | -1.20 0.1342 16.5 
3 9 x -0.77 0.2366 25.3 
4 x 11 | - 0.35 0.3752 32.0 
5 | 13 0.08 0.3977 33.9 
6 x 15 0.51 0.3503 29.8 
7 17 0.93 0.2589 22.0 
8 x 19 | 1.36 0,1582 13.5 
8 x 21 | 1.78 0.0818 7.0 
з. 比较 统计 频数 与 理论 频数 ， 
а) МИЯ, РЖИ 
X 观 = У) unini, (5.4) 


f | nj Н; 


1 | .1 5.9 ‚81 | 
2 | 26 18.5 8.5 90.25 

3 25 x 25.3 - 0.3 0,09 

1 | 30 32.0 -2.0 | 4.00 

5 26 33.9 -7.9 | 62.41 

6 21 29.8 -8.8 77.44 

7 24 | 22.0 2.0 4.00 

8 20 13.5 6.5 42,25 

9 13 7.2 6 1 38.00 

И 200 | 


一 


一 一 


ыу G сө Мә =“ < сэ еп É i 
т - а ш Ф + + + * | 
= к Ny со © | 


=— -—n =s —— . -— 


y2 H = 22.2 


Н Е = 22.2. 
b) 根据 显著 性 水 六 4=- 0.05, НЕК = -$5-1=9-2-] 
= Өх? 300263) 19: 
Х (0.05, 6)=12.6 
HA> ИР, ЖИЛЬЯ 
218%. 
例题 5.2 设 显 落 性 水 平 ¢ =0.01， 统 计 频 数 n; 和 理论 频数 
ni 为 ; 
n; 8 16 40 72 36 18 10 
n? 6 18 36 76 39 18 7 
试用 皮尔 进 闪 比较 ， 总 体 X 是 否 为 正 态 分 布 。 


解 ”为 了 求生 = 三 0 一 ni):/ni 制 订 计算 表 。 


1 п; п,’ п-н,” (па m’)? (m, = n”) уп," 


=. 一 nr, | —— M анаа | к | — O - 


НЕРЖ, Хн = 3.061 

880 -=0.01, В=7-3=4, жх #4: х = 13.3 

因为 x 观 <<X 临 ， 所 以 没有 根据 否定 假设 。 或 者 说 ,统计 分 布 
与 理论 分 布 之 间 的 误差 是个 然 性 时 ， 

例题 5.3” 设 4 =0.05， 样 本 容量 n=100， 统 计 分 布 如 表 所 
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Я], АЯ ВЕКЕ k ЖХ ЛКМ ЕАН. 
#1 确定 梓 本 鸭 值 和 均 方 老 : 


= 


— 
то 
л л м © л 


=“ QO л к бю В о к= 


Слз 
= 
т єл 


2*=20.7; 0°=7.28, 


= 


2. НУ5”=20.7, o" =7.28, zx =0. 137R 8] (2;， 
zi+1) JE, НИЕ, 


1 k 
1 ШЕ С | [А] EB Ж БА 
i т,-т* ritor = 
— | 2и - 1 Z+, 2001 2 
| Og g 
1 3 一 一 - 12.7 | со | - 1.74 
2 8 —-13 - 12.7 | -7.7 x - 1.74 - 1.05 
3 13—18 -7.7 | -2.7 | -1.06 - 0.37 
4 18—23 -2.7 2,3 x - 0.37 0.32 
5 23—28 2.3 | 7.3 0.32 1.00 
6 28—33 7.3 12,3 1.00 1.69 
7 | 33—35 12.3 -一 | 1.69 oo 
| 


3. 求 理论 概率 p; 和 理论 频数 п; = пр; =100р;, Ш, Ш 
ДЕЙШ: 


® 80 • 


1 Zi 21,1 ФО (г) Ф iz, Hp, = Ф(2,,1) - Ф (2,) п’. = 100Р, 
1 一 | 1.74|- 0.50001 – 0,4591 0.0409 4.09 
2 |-1.74| - 1,06 -0.45911- 9.3554 0.1037 10.37 
3 |-1.061-0,37|-0.35541-0.1443 0.2111 21.11 
4 |-0.37| 0.32-0.1443| 0.1255 0.2698 26.98 
5 0.32: 1.00| 0.1255] 0.3413 0.2158 21.58 
6 1.00] 1.69 0.3413) 0.4545 0.1132 11.32 
T 1.63 0.4545 0.5007 0.0455 4.55 
计 1 100 


4) 用 皮尔 进 法 比较 理论 的 与 统计 的 频数 ， 
a) ха, Н, ГМ, ха = У (2) я 


”之 2 

мн п n ТИ | (ni-n)? (n n n? T 
| i i 

116 | 4.09 | 1.91 x 3.6481 x 0.8920 36 8.8019 
2 | в |10.37 |-2.37 5.6169 | 0.5416 64 6.1716 
3 |as | 21.1) |-6.11 ` 37.3321 | 1.7684 225 | 10.6584 
4 |40 | 26.98 | 13.02 |169 5204 6.2833 1600 | 59.3052 
5 |16 21.58 |-5.58 31.1364 1.4428 256 | 11.8628 
68| 11.32 |-3.32 11.0224 0.9737 64 5.6537 
7 |т | 4.55 | 2.45 6.0025 1.3192 49 | 10.7692 
计 J100) 100 | X2 观 = 13.22 113.22 


检验 : Ent /ni)-n=113.22—100=13.22 =X" н, 
bx K, Жа=0.05, R=k-s$s=7-3=44 
Хх“ =9.5. 
因为 X 观 之 X 临 所 以 假设 总 体 X 为 正 态 分 布 被 拒绝 。 或 者 说 ,统计 
分 布 与 理论 分 布 误差 很 大 . 
设 连续 随机 变数 和 的 统计 分 布 形式 为 间隔 序列 x; 一 x;;! 和 


о 8] ° 


ОЕ осе а 
ВНЖ Path E ИГИ КОДОН, 

D 按 给 定 的 统计 分 布 求 2 为 此 求 组 中 值 3* = ist, 

D RBI ӘҖӘЛ, WN =L, 


3) ЖЕЛТКИ CG, z) 内 的 概率 
pi 5PC; [X ау) = i ег i 
п: = нр; Ап Ln- p, 
5) 比较 理论 的 和 统计 的 分 布 频数 。 
指数 分 布 的 自由 度 R=A- 2, 
例题 5.4 经 am = 200 次 试验 ， 其 结果 列 于 下 表 ， 求 当 a= 
0.05 时 ， 总 体 X 服 从 指数 分 布 ， 


RI Ж, 


х =[(133х2.5)+(40х7.5)+(12х12.5)+(4х17.5) 
+(2х229.5)+(1х27.5)1]1++200 =5. 
2. ЖЕНЯ НУ Ж CIS IT : 


№1 = L =0.2 
ИН Ə 


WW, ИНЕ 2y A BJ IR RAO 
х) =0(.2е70:21 (>20). 


. $ 2 ° 


3. 求 X 落 入 每 个 区 间 的 概率 
pi= pG; X< ri, )=e"' "t -е 
例如 ， 对 第 一 组 
рр=р(0<Х<5)=е7%°%*%—в@7%9*5 =] ет! 
=1- 0.3679 =0.6321. 
同 理 可 求 ; р. =0.2320; р. =0.0855; р, =0.0315; 
р. =0.0116; ре = 0.0042, 
4) 求 理论 频数 ， 
ni ==Ир; =200р,, 
А p ХЛ ТЕН р 
П, ni =200 Хр, =:200 х 0.6321 = 126.42, 
ниж: и, =46.52; п; =17.10; И. =6.30; ng =2.32; 


— Ari +1 


пв =0,84, 
5) 比较 理论 分 布 与 统计 分 布 。 为 此 ， 人 制订 表格 
—- | | | 

у” 

1 | H | п,” | nin’ | (па = n 2 | (и. =n. 2 
i п; / 

] 133 x 126.42 | 6.58 43.2961 0.3425 
2 45 ‚ 46,52 | -1.52 | 2.3104 | 0.0497 
3 15 17.10 -2.10 | 4.4100 0.2579 
4 7 9.46 | -2.46 | 6.0516 | 0.6397 
计 п = 200 | | | ху = 1.29 


因为 最 后 三 组 频数 很 少 (4+2+1=7)， 所 以 列 成 一 组 ， 这 
时 相应 的 理论 频数 为 (6.30 +2.32 +0.84=9.46), 
HERT, Хи = 1.29, ЖНа=0.05, R=4-2=28 x? 
Ж{&хй=6.0, 
хи хе. 所 以 假设 的 理论 分 布 没有 理由 拒绝 ， 或 者 
说 、 假 设 的 指数 分 布 与 统计 分 布 误 过 很 小 。 
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例题 5.5 进行 2 = 100 次 实现 。 每 次 实现 由 N = 10 试 验 组 
成 ， 每 次 试验 中 ， 事 件 4 发 生 的 概率 p==0.3， 其 结果 得 到 下 列 
经 验 分 布 。《7; 一 在 一 次 实现 中 事件 4 发 生 的 次 数 ; nj; 一 实现 的 
次 数 )。 


z, 0 1 2 3 4 5 
n; 2 10 27 32 23 6 


当 & = 二 0.05 时 ， 试 求 离 散 随 机 变数 X( 事 件 A 发 生 的 次 数 ) 服 
从 二 项 分 布 。 
解 1 ИННА 
Р; =PO) =сїр!@*°+, 
ЖИ: АЛЕМ =10 В РӘШИДӘ р;(©—<0, 1, +, 5) 
Н\р=0.3, а=1-0.3=0.7, МЫ, 
Po =p i (0)=0.71 ° =0.0282; 
р, =р, (1) =10хХ0.3х0.7°=0.1211. 
同 理 求 得 : р, =0.2335; р. =0.2668; р, =0.2001; 
P, = 0.1029, 
2) 求 理 论 频 数 n; =ир ZRA, п=100 A, 
no =2.82; һ,=12.11; ns =23.35; ni =26.68; 
п! =20.01 n¿=10.29. 
3) 统计 的 与 理论 的 频数 进行 比较 ， 为 此 ， 制 订 计 算 表 格 


иу? 

i п. п” п-п (ni-n)? 8 А 

Hi 

1 12 14.53 - 2.93 8.5849 0.5750 

2 27 23.35 3.65 13.3225 0.5706 

3 32 26.68 0.32 28.3024 1.0608 

4 23 20.01 2.99 8.9401 0.4468 

5 6 10.29 4,29 18.4041 1.7886 

Я п= 100 Ур = 4.44 
_—є.—.—-—ү——ү—ү[}-—-—-—-—-—-—-—---—————=—  — ——-др.„—_—_л.„—. 
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= РА N ч 


w... 


ÉE г? 


Е 0и, =2(< 5), ДУЛ Бп, 合并， 在 表 中 为 12。 相 应 的 理 
И, п,+п,=2.82+12.11=14.93 

出 表 可 得 X 观 =4.44。 

根据 xc=0.05，R=R-s=5-1=4 查 X: 表 得 X 临 = 9.5 

因为 X 观 <X 临 。 所 以 没有 根据 拒绝 假设 , 

例题 C5 .6) 技术 检验 组 ， 对 n = 200 组 同类 产品 进行 检验 ， 
并 得 到 如 下 统计 分 布 ，z:-- 每 组 中 的 次 品 数 ， ni 一 含有 7; 的 组 
数 . a 二 0.05， 试 检验 次 品 数 X 是 否 服从 泪 松 分 布 ， 

Ж 1) ЖЕРРИ Е. 


п; 116 56 22 4 2 


д = =(116х0+56х1+22х2+4х3+2 


И: т: 
И, 


х 4) +200= 0.6. 
2) 对 泊 松 分 布 的 参数 进行 估计 : А 0.6 


即 假 设 的 泪 松 分 布 为 
р. (і) = А «е^ /, 
有 D: oÁ (1) = 0.6 сов, 


i! 
3) #1=0, 1, 2, 3, 4. 2р, 2008, 出 现 ;次 品 的 
Жж. 
Po =Pzon(0)=0.54881; р, =р, 061) = 0.3293; 
р. = р,о,02) = 0.0988; рз := р, о0(3) = 0.019383 
р. 2-р. о 904) == 0.0030, 
4) ЗЕ РЖИ: 
и; = np, =200р;, 
na = 200 х 0.5488 = 109,76; ni =65.86; n =19.76; 
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ns =3.96; п,=0.60, 
5) 比较 统计 分 布 与 理论 分 布 ， 为 此 ， 制 订 计 算 表 格 ,并 合 
并 频数 很 少 的 最 后 两 组 ， (4+ 2)=6 其 相应 的 理论 频数 为 3 .96 
+0.60=4.56. 


y20m = 2.54 


| E 
x (ni-n)? (n п: ) 
| | п: 
БТ ar 109.76 6.24 | 38.9376 0. 3548 
‚| 65.86 - 9.86 97.2196 1.4762 
2,24 5.0176 0.2539 
1.44 2.0736 0.4547 
| 
Ш | 


由 表 可 得 ， XW =2.54, 
根据 & = 0.05, К=4-2=2, Ax В: х =6.0. 


уха хк, ВРЕТ ЕН Е IBU ШИШЕ ЛП. 

例题 5.7 ”由 第 四 章 例题 (4.5) 知 ， 列 车 到 达 间 隔 时 间 的 偏 
离 系 数 0=0.85， 可 以 假设 为 广义 爱 尔 朗 分 布 ， 因 为 和 | =4.8; 
№, = 24。 所 以 根据 第 三 章 公式 (3.31) 写 出 列车 到 达 间 隔 时 间 
的 密度 分 布 式 ; 


Ad 


= ÀK AE ee 
fCt)= ОГА 
—{ B! _ 241 
= 4. > e =e 
ВД 4.8 
或 СР) = 6(е7* 4 


我 们 按 公式 (5.2) ИНЕЕЮЮ. 3 T oRxwm ИА 
”， 式 展开 ， 列 成 计算 表格 ， 
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we x: a. | -| 


| | 
HOPE | 发 生 次 数 | НЯ 


пр. lm npi| (m,—nb.)° t C nD. 

T m: |p= 0.1fCx:) пр, 
0.05 129 0.291 151 22 484 3.20 
0.15 143 0.275 137 6 36 0.26 
0.25 97 0.179 94 3 9 0.096 
0.35 60 0.115 58 2 4 0.07 
0.45 35 0.069 36 1 1 0.03 
0.55 21 0.043 22 1 1 0.046 
0,65 13 0.026 13 0 0 0 
0.75 8 0.016 8 0 0 0 

0.85 5 0.010 5 0 0 0 
0.95 Б 0.006 3 2 4 1.33 
1.05 ajii 0.004 216 гүз ү» 2 |4. 33 
1.15 2 0.002 1 і 1 1 


计算 时 ， 组 中 值 以 小 时 为 单位 。 概率 密度 公式 中 а(х.) = 
0 1〈 相 邻 两 个 组 中 值 之 差 )。 理 论 频 率 的 计算 : 
р, =0.1х/(х;) =0.1х 6(e 1 "0.05 7240.05) 
=0.291. 
р, =0.1х 6(е7* #*915-е-2%4*0 15у.) 275 


以 此 类 推 ， 求 出 各 组 的 P, . 
因为 ют, =п, 所 以 пр, =522х0.291= 151, 
пр, = 522 х 0.27; = 137, 
以 此 类 推 ， 求 得 所 有 的 np.; 值 . 
最 后 ， 把 各 组 的 Xi 值 加 总 得 7 . 87. 
在 表 中 最 后 三 个 组 中 洛 入 的 次 数 很 少 ， 所 以 把 最 后 三 个 组 合 
成 一 个 组 ， 
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з 


Г” ЖЖ ЛАЙЛА ИНН ИЛТӘ. PUA, ННЁВ=Е-$-1= 
10-2-1=7. | 

行 显著 水 =0.05， 则 根据 尺 =7，4a:=0.05 查 X2: 表 《〈 见 附录 
3) 得 X 临 = 16 .9。 
因为 。X 昌 之 Xx 观 ， 所 以 假设 的 广义 爱 尔 朗 分 布 被 接受 。 

例题 5.8 ”德国 罗斯 克 港 1966 年 统计 ;海轮 到 达 的 资料 如 表 
(5.2) 所 列 。 为 了 适度 检验 我 们 制订 计算 表格 (5.3) 


35.3 


= = А | | f? 
Жи | 频 5 || 理论 频数 1 Fa 
海 输 数目 
0 0.437 | 0.006 
| 
1 | 0.302 | 0.000 
2 36 0.149 | 54 +2 0.074 
3 l4 0.041 15 
4 о 0.009 з - 2 0.053 
5 1 0.001 0 
м x | x? = 0.133 
К=4—2=2 


а=0.05, XXW =5,991, 
Ух >а ЛИЙЖЕ y GHA SO 不 能 拒绝 ， 
3 3 ” 哥 尔 瑞 可 尔 夫 检验 法 


设 F,Cz) 为 统计 分 布 函数 ， 其 容量 为 np。FCz) 为 理论 分 布 函 
数 ， 两 者 之 差 不 超 过 --22- 的 概率 为 


n 


PAn) =Plmaz |F, (т) - F(z) | >=] (5.5) 


ЖЕ, (zx) 和 F(x) 的 值 代入 (5.5) 得 最 大 值 D.... 
1), An =D maxs п. (5.6) 


IR НХ, 8. 20205.41) 即 可 查 定 概率 PCN,).。 


5.4 
Àn PO.) À РО.) À РСА.) À, ра.) 
9.29 | 1.0000 | 0.70 | 0.7112 | 1.30 | 0.0681 | 2.20 | 0.0001 
3.30 | 0.9999 | 0.75 | 0.6272 | 1.40 | 0.0397 | 2.30 | 0.0001 
0.35 | 0.9997 | 0.80 | 0.5141 | 1.50 | 0.0222 | 2.40 | 0.0000 
7.40 | 0.9972 | 0.85 | 0.4653 | 1.60 | 0.0120 |2.50 0.0000 
0.45 | 0.9874 | 0.90 | 0.3927 | 1.70 | 0.0062 
0.50 | 0.9639 | 0.95 | 0.3275 | 1.80 | 0.0032 
0.55 | 0.9228 | 1.00 | 0.2700 | 1.90 | 0.0015 
0.60 | 0.8643 | 1.10 | 0.1777 | 2.00 | 0.0007 
0.65 | 0.7920 | 1.20 | 0.1122 | 2.10 | 0.0003 


如 采 F.(x) 和 F(X) 之 差 的 概率 小 于 0.01， 则 假设 的 理论 分 
布 与 统计 分 布 不 相 吻 合 。 

例题 5.9 在 某 港 码头 ， 在 728.5 小 时 内 ， 到 港 靠 码 
头 的 有 42 只 船 。 即 平均 间隔 为 728.5+42=17.8 АВ, 


A=- = = 0.0565. 而 实际 间隔 与 理论 间隔 之 差 的 最 大 值 


D..x= 0.0858, 从 而 Dmax n =0.0858\' 41 = 0.55 Æ Ж 
(4.15 480). = 0.9228, МИ, БЕНСОН ИЖЕ. 
例题 5.10 ”汽车 到 达 粮 食 仓库 的 统计 资料 〈 见 第 四 章 例题 
(4.10). 现在 我 们 用 两 种 方法 给 予 适 度 检 验 。 
(1) xX 法 .把 检验 过 程 列 成 表格 形式 
НК =11-3=8, Ж ЖЕХ х2 4902, 05 = 15.5, 
х>х*, 因而 三 阶 爱 尔 朗 分 布 可 以 被 接受 ， 
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5.5 

kemaan OREN] nf. (m fa | ИИ 

(三 级 爱 尔 朗 ) | rf. 

20 0.052 26.0 36.00 1.38 

94 0.204 102.0 64.00 x 0.63 

131 0.238 119.0 144.00 1.21 

97 0.188 94.0 90 | 0.10 

66 0.132 66.0 0.00 | 0.00 

38 0.081 42.0 16,00 | 0.38 

26 0.049 24.5 2.25 0.09 

13 0.027 13.5 0.25 0.02 

12 0.015 7.5 20.25 2.70 

2 0.007 3.5 2.25 0.04 

1 0.004 2.0 1.00 | 0.50 
500 Хх? =7.65 


(2) зн RRN. 
НИС 4.10) (4.20%, D... = 0.028, 
An = D... n = 0.028 500 = 0.63. 

查 表 (5.4) 得 PCX,)::0.63。 它 大 于 0.01 所 以 汽车 到 达 粮 
ВОНИ. 

本 章 讨 论 了 用 x: 皮 尔 偿 检验 法 ， 哥 尔 英 可 尔 夫 检 验 法 ， 

在 用 x? 法 时 ， 通 常 在 表格 上 计算 x 现代， 根据 显著 性 水 a 
=0.01 或 0.05 和 自由 度 R-:& 一 s СЗ), ха. 

当 x 临 之 Xx 观 值 时 ， 假 设 的 理论 分 布 可 以 接受 

当 X 临 <X 观 值 时 ， 不 能 接受 . 

为 了 建立 排队 模型 ， 需 要 运用 一 些 技巧 ， 获 得 顾客 到 达 流 
和 服务 时 间 流 的 分 布 律 ， 这 是 下 一 章 要 讨论 的 问题 。 
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第 六 章 “ 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 、 生 灭 
过 程 和 李 太 勒 公式 


本 章 主要 讨论 关于 分 析 简 单 排队 模型 的 一 些 重要 方法 ， 即 
哥 尔 葛 哥 尔 夫 方程 ， 生 、 灭 图 和 李 太 勒 公式 ， 

实物 系统 在 事件 流 的 作用 下 ， 由 一 个 状态 转移 到 另 一 个 状 
态 ， 要 求 得 系统 状态 的 概率 ， 首 先 要 建立 状态 概率 满足 的 方程 
式 ， 这 就 是 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 。 

生 、 灭 图 起 系统 状态 图 的 变种 ， 是 建立 状态 概率 所 满足 的 
方程 式 的 有 效 工具 。 根 据 它 ， 可 以 直接 写 出 系统 状态 的 代数 方 
程 ， 从 而 方便 地 求 得 系统 的 极限 概率 ， 

李 太 勒 公式 是 当 系 统 处 于 极限 平稳 状态 时 ， 系 统 中 顾客 的 
平均 数 和 顾客 的 平均 停留 时 间 之 间 所 满足 的 关系 式 ， 以 及 系统 
内 ,排队 顾客 的 平均 数 与 顾客 的 平均 等 待 时 间 所 满足 的 关系 式 ， 
它们 在 排队 论 中 起 着 重要 作用 . 


$1 哥 乐 葛 可 尔 夫 方程 


在 前 面 ， 我 们 讨论 过 离散 状态 和 连续 时 间 的 马尔 可 夫 随 机 
过 程 。 我 们 还 知道 了 各 种 事件 流 。 本章 将 把 它们 结合 起 来 一 起 
讨论 ， 

设 服务 系统 5S， 在 事件 流 的 作用 下 ， 系 统 由 一 种 状态 转移 
到 其 它 可 能 状态 (6.1). 

如 采 系 统 状态 转移 过 程 为 马尔 可 夫 随 机 过 程 。 讨 论 起 来 就 

. 92 о 


非常 容易 了 。 

行 系统 8 处 于 某 种 状态 95 СЕ 
图 6.1 中 ,=0)。 由 此 ， 可 转移 到 9 
(在 图 6.1 中 ，j= 1) AET 
RAR MAS S: RPE EA E 
系统 处 于 S。 在 事件 流 的 作用 下 ， 
系统 状态 由 5。 转移 到 5 „ДЕЯ 图 6.1 
头 线 劳 边 标 上 党 着 该 方向 运动 的 事件 流 的 强度 .比如 ，Xil 一 系 
统 状 态 从 3; 转 移 到 95i 时 作用 流 的 强度 。 下 面 我 们 再 一 次 写 出 由 
两 台 机 床 组 成 的 机 极 系统 的 状态 

5, 一 一 两 合 机 床 都 在 正 稼 工作， 

S ,一 一 第 一 台 机 床 发 生 故 障 ; 第 二 人 台 机 床 在 正常 工作 ? 

5 ,一 一 第 一 台 机 订正 党 工作 ;第 二 台 机 床 发 生 故 障 ， 

5з Aa ULKA AE W a. 

我 们 假定 两 台 机 床 的 修理 时 间 是 独立 的 ， 或 者 说 ， 每 合 机 
床 配 备 专门 人 员 修 理 。 我 们 的 目的 ， 求 改变 系统 状态 的 流 的 强 
№. 

哪 种 事件 流 把 系统 状态 由 Su 转移 到 S, 呢 ? 显然 ， 它 是 第 一 
台 机 床 的 故障 流 ,其 强度 为 ty。 = яз, ВНЖ 
故障 工作 的 平均 时 间 。 又 是 什么 流 把 系统 状态 由 5 转移 到 S, 
E? 这 是 第 一 台 机 床 的 修复 流 。 或 者 说 ， 第 一 台 机 床 的 故障 排 
除了 ， 并 重新 开始 工作 了 ， БИН, = р, дир, 是 第 一 
台 机 标的 平均 修理 时 间 。( 图 6 ,1 中 其 余 状 态 的 转移 过 程 ， 读 者 
可 以 自己 去 理解 )， 

有 了 系统 状态 转移 图 ， 建 立 该 过 程 的 数学 模型 就 比较 容易 
J. 


° 93 • 


设 系 统 有 nn 个 可 能 状态 ，S,，S,，…，S,。 我 们 叫 第 i 个 状 
态 的 概率 PCt)， 即 在 上 时刻 ， 系 统 处 S; 状 态 的 概率 。 当 然 ， 任 
何 时 刻 # ,状态 概率 之 和 等 :F1。 即 >. 


Ур =1 
1.1 


根据 系统 状态 转移 图 建 
FRR RRA FIR 
形式 的 微分 方程 ， 方 程 中 的 
未 知 函 数 是 了 时 刻 的 状态 概 图 6.2 
R) ,或 者 说 , 它 是 1 时 刻 的 状态 概率 所 满足 的 微分 方程 。 怎 样 建 
立 这 种 方程 呢 ? 下 面 我 们 用 实例 说 明 。 

设 系 统 S 有 四 种 可 能 状态 ，5,，S,，S, 和 S,。 系 统 状 态 转 
移 图 如 图 (6.2)。 我 们 讨论 状态 概率 P,(t)， 即 讨论 在 1 时 刻 ， 
系统 处 于 5S, 时 的 状态 概率 ,给 时 间 t 某 些 增 量 At1, 求 P(t + At), 
即 求 在 (t+At) 时 刻 ， 系 统 仍 处 于 5, 状态 的 概率 。 这 怎样 实 
现 嘱 ? 有 两 种 可 能 情况 ，(1) 在 ! 时 刻 系 统 已 经 处 于 5, 1:25, 
而 在 At 时 间 内 ， 没 有 改变 原来 的 状态 (2) 在 1 上 时刻， 系统 处 
于 >: 状态， 而 在 4 时 间 内 ， 系 统 由 S: 状 态 还 原 到 S, АХ. 我们 
先 考 虑 情况 (1) 时 的 状态 概率 。 在 ! 时 刻 ， 系 统 处 于 S ,时 的 状 
态 概 率 为 PCD 在 4 时 间 内 ， 系 统 状态 没有 转移 到 S, 和 5, 
( 见 图 6.2)。 现 在 的 问题 是 怎样 求 得 系统 状态 没有 和 转移 的 概率 ， 
为 此 作 如 下 讨论 ， 

设 从 S; 出 发 的 流 ， 其 强度 为 A。+ 入 1 。( 见 图 6.2)。 如 果 这 
两 个 流 都 是 最 简单 流 ， 则 它们 的 和 仍 是 最 简单 流 。 所 以 , ТЕЛ? 
时 间 内 ， 上 日 :发 出 的 概率 近似 地 为 Q... tA) ДЕ, НУ 
转移 的 概率 为 [1~ (№. +A ，)At]。 那 么 ， 在 第 一 种 情况 下 的 
概率 近似 地 为 
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P (Р)[1 =A, +А, АЕ 
再 讨论 第 (2) 种 情况 。 在 1 时 刻 ， 系 统 处 于 S, 状态 的 概率 
为 P,.(t)， 而 在 At 时 间 内 ， 系 统 状态 由 Ss, 转移 到 S, 的 状态 概率 
近似 地 为 ,1,4t。 所 以 ， 第 (2) 种 情况 下 的 近似 概率 应 为 
P, CE.) K ДЕ 
根据 不 相 容 事件 的 加 法 定理 ， 把 它们 加 起 来 便 得 到 ， 
P G +At)=P CCl- (А.А. АЕ] 
+P (DM At. 
将 上 式 等 号 右边 去 掉 括 号 ， 把 P,(ft) 移 到 等 号 左边 ， 再 在 等 号 
两 边 都 用 At 除 ， 便 可 得 到 


ОТАР СР: у рр, ADP CD, 


At 
< At->0。 等 号 左边 成 为 P1(t) 的 导数 。 В 
02 =A, РСР) (А, +A ӘР.) 
У у, ВА ЕР АЈ, í; 
а АР, — (А: +А aP, (17) 
|а] ИЕ, ИЖЕ (6.2) 中 的 其 余 状 态 概率 微分 方程 
2га =А,Р, +А P, — СА, АР» (24) 
Р 
ст: == Ат зе 1 43 4 32139 (з) 
Р 
-r — v. 41 ә 431 4% | (47) 


хе КАНЕ) ИЖЕ, ЖАТ ЖИЫ. Pis Р,, P, 和 

。 根 据 正则 条 件 ，P,+P,+P,+P,=1. 

ж ЕРЮ. ,可 以 归纳 出 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方 程 的 一 般 法 则 ， 
每 个 方程 式 的 等 号 左边 是 第 ;个 状态 概率 的 微分 , 等 号 右边 是 所 
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НАЗ, ПЕ 
芒 为 基础 ， 所 有 转移 到 + 状态 的 
概率 及 其 相应 流 的 强度 之 积 减 去 
自 i 状态 转移 出 去 的 所 有 状态 概 
率 及 其 相应 流 的 强度 之 积 . 
现在 我 们 运用 这 个 法 虽 写 出 
前 面 用 过 的 例子 ， 由 两 个 机 上 床 组 
成 的 机 械 系 统 的 哥 尔 葛 可 尔 夫 方 
程 ,其 状态 转移 图 如 图 (6.3) 所 示 ， 


2, =u, P +, Р, ~ (А, + МР, 
аа. =A P, + haPs ~ Си АР, 
а зу, 已 ,二 太一 CA: +в, )Р,, 
Pa =A, P, +A P, ~ (в, +в, )Р.. 


求 方程 组 中 的 状态 概率 时 ， 我 们 给 出 初始 条 件 。 如 果 系 统 
的 官 始 状态 S$， 开 始 时 刻 #=0， 则 Pi(07=1。 其 余 初 始 概率 等 
于 零 。 例 如 方程 组 中 ，P,C(0)=1，P.(0)=P,(0)=P,(0)=0，。 
这 就 表示 在 开始 时 刻 两 台 机 床 都 在 正常 工作 . 

起 样 求解 哥 尔 莫 可 尔 夫 方 程 呢 ?在 解 方程 之 前 ,可 先 给 自己 
提 一 个 问题 ， 当 + 一 co 时， 状态 概率 将 发 生 什么 变化 ? PO), 
P,(t)，… 是 否 趋 于 极限 ? 假若 这 些 极限 存在 ， 且 与 初始 状态 
无 关 ， 这 种 概率 就 叫 极限 概率 或 者 说 稳 态 概率 。( 关 于 极限 概率 
的 物理 意义 ， 在 后 面 说 明 。) 可 以 证 明 ， 如 果 系 统 状态 数目 是 
有 限 的 ， 且 从 任何 一 个 状态 都 可 以 转移 到 其 余 任 何 一 个 状态 ， 
堵 么 状态 的 极限 概率 就 存在 、 设 该 条 件 满 足 ， 极 限 概率 应 为 
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lim P,(t) =P, (і=1, 2, en). 


极限 概率 仍 用 P,，P:… 表示 。 因 为 极 跟 概率 本 英 就 是 状 
态 概 率 ， 但 已 经 不 是 时 间 的 水 数 ， 而 是 常数 。 显 然 ， 它 们 仍然 
满足 条 件 


这 Pi=1. 
1 = 1 


如 何 理解 极限 概率 呢 ? 4 >< 时 ， 系 统 处 于 极限 平稳 状 
态 ， 这 时 系统 状态 虽然 随机 变化 着 ， 但 是 它们 的 概率 不 再 随时 
间 而 变化 。 状 态 S; 的 极限 慨 率 表示 系统 处 于 5; 状态 相对 的 平均 
时 间 。 例 如 ， 某 系统 有 三 种 状态 Ss，S,，，S,, 它们 的 极限 概率 
分 别 为 0.2，0.3，0.5， 或 者 说 ， 系 统 处 于 极限 平稳 时 ， 平 均 
20% 的 时 间 处 于 状态 S:，30%% 的 时 间 处 于 状态 S: ,50%% 的 时 间 
处 于 状态 S，。 

如 何 计算 极限 概 浴 呢 ? 很 简单 。 因 为 极限 概率 Pi 是 常数 。 
常数 的 和 俭 分 等 于 零 。 因 此 ， 使 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 式 的 等 号 左边 
等 于 零 ， 即 把 微分 方程 变 成 代数 方程 就 行 了 。 

在 实际 工作 中 ， 不 必 列 出 哥 尔 莫 哥 尔 夫 方程 ， 而 可 以 根据 
状态 图 直接 写 出 代数 方程 。 其 一 般 方法 如 下 ， 

等 号 左边 ， 给 定 的 状态 概率 乘 上 从 给 定 状态 发 出 的 流 的 强 
FEE Z ll; 

等 号 右边 ， 所 有 能 进入 给 定 状 态 的 状态 概率 及 其 相应 强度 
的 积 之 和 . 

总 之 ， 给 定 状 态 单位 时 间 发 出 的 平均 数 等 于 单位 时 间 到 达 
的 平均 数 ， 

运用 上 述 方法 ， 列 出 状态 图 (6.3》 的 代数 方程 
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(А, +À,)P =р,Р, +u,P,, \ 
(A, +u IP =А,Р, +u,P,, | 
(А, T+B,)P,=AÀA,P. +u P, , 
(B +B P, =А,Р, +А,Р,, J 
从 四 个 线性 代数 方程 式 中 解 四 个 未 知 Ж. Po Pis Р,, 
P,;， 应 该 是 没有 问题 的 。 但 问题 在 于 四 个 方程 式 都 没有 目 H 
Ж, зет И НЕ ЖР 
P +P +Р.+Р.=1, 
从 而 方程 组 得 解 。 
我 们 用 具体 的 数值 说 明 。 设 入 =1, 和 ,=2,， Kl=2， пу=83, 
把 它们 代入 方程 组 ， 得 
3P =2P, +3Р., ` 
4P, =P, + 3P,, x 
4P, = 2P, + 2P,, Р 
БР. =2Р, +Р,, 
P, +P +P,+P,=1, J 
解 之 得 Р, =0.40, P,=0.20, P,=0.27, Р, =0.13. 
即 在 极限 的 平稳 状态 时 ， 系 统 S 有 40% 的 时 间 处 于 状态 S。( 两 
全 机 上 床 都 在 工作 )，20% 一 处 于 状态 S,〈 第 一 台 机 床 发 生 故 障 ， 
B BELCE) 27% S, (ВЕ, BRIERE 
E), 13% 的 时 间 处 于 S。: 状 态 〈 两 台 机 床 都 发 生 故 障 )。 这 些 
极限 概率 可 以 用 来 评价 系统 的 工作 效果 和 修理 机 构 的 负 茶 ， 设 
系统 S 处 于 S。 (两 合 机 床 都 工作 》 时 ,单位 时 间 内 可 得 收入 8 元 ; 
在 SS 时， 可 得 3 元 ， 在 S, 时 ， 可 得 5 元 ， 在 Ss 时 没有 收入 。 这 
样 ， 在 极限 的 平稳 过 程 中 ， 单 位 时 间 内 可 得 平均 收入 :， 0.40 x 
8+0.20x3+0.27x5=5.15J. 
现在 我 们 来 评价 修理 机 购 〈 工 人 ) 的 负荷 水 平 。 第 一 台 机 
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(6.3) 


(6.4) 


— 


床 需 要 修理 的 时 间 的 概率 为 ，P1 +P, =0.2+0.13=0.33 第 二 


台 为 ，P, +P, =0.40. z 
例题 6.1 某 系统 S 有 Ө 、 
可 能 状态 :Si,S,,S, 科 5S,，。 | 3 


状态 转移 图 如 图 (6.4) Ө _ 2 Ө 


Ж. ТЕЙТ ЭРКИН 


的 强度 。 试 求 系统 状态 的 | © i 
极限 概率 ， Fl,P,, Ps, 
Р.. 6.4 
Ñ ВЯЛО, 
а -2Р, -ЗР, + P;, 
и = -2Р. =P, +3Р, + 2Р„, 
т, =-Р, +2Р, +2Р,, 
ар, _ _ 
di = 2P, +P., 


使 等 式 左边 等 十 零 ， 得 
0=—5P,+P,, \ 
О= ~ Р, +2Р,+°Р,, | 
= ~ 3P, +3Р.+2Р., 
0= ~ 2P, +Р,, | 
P +P,+P,+P, ,=1, J 
把 各 方程 式 都 用 已 表示， 得 
Р. =5Р,, 
» =2Р, +2Р. =2Р, +10Р, =12Р,, 


Р.Р, —6Р\, 


о 99 = 


Р, +12Р, +5Р, + 6Р; =1. 


ШИ, о. 1 1 
Аш, РРР. СПР, 
г = 
- | 
Р, = 59Р, Ë 513 Р. ӨР, 一 R 


例题 6.2 CARER б.з) 
КАК 
解 ” 根 据 状态 图 (6.5) 耳 搁 写 出 状态 概率 代数 方程 ， 


由 G ДЕКОР. 


H (2) 得 P, 
把 它们 代入 〈4)， 得 6.5 
А 人 
P, +212 РР -1 
А, A, i ° 
їй, Я P, = -一 :一 — -— y 
人 1， Ато 
| + 十 人 12 
А, з 3 I 
À |; 
À 
P — 23 
i 1 pôi - Aa” 
А,, А з 1 
Ai 
P= À ___ 
] + his F Ата. 
Ass Аз, 
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$2 生 、 灭 过 程 


我 们 已 经 看 天 ， 根 据 系 统 状态 图 很 容易 列 出 哥 尔 莫 可 尔 天 
方程 ,状态 妇 举 的 代数 方程 , 求 得 极限 概率 。 如 果 把 系统 状态 图 
杰 换 成 生 、 火 图 ， 那 就 为 简单 排队 问题 建立 数学 模型 提供 了 方 
便 。 设 图 (6.6) 为 生 、 灭 图 。 它 的 特点 是 ， 系 统 的 所 有 状态 
可 看 作 一 条 链 ， 链 的 中 间 环 节 СЖ) Si 5,,..-, Saa ME, 
反方 加 的 骨头 线 与 左 、 右 相 邻 的 环节 AD EREK, KA 
的 况 扩 状态 ，S。 和 5, 只 与 一 个 相 邻 状态 连接 〈 见 图 6.6)。 生 、 
灭 图 的 名 称 来 源 于 人 口 普查 ， 


6.6 


设 作 用 于 系统 $ 的 所 有 事件 流 ЧЕ (6.6) 中 箭头 线 方向 
运动 ) 都 是 最 简单 流 ， 或 者 说 ， 贯 穿 系统 S 过 程 的 是 最 简单 流 。 

根据 生 、 灭 图 〈6.6)， 系 统 中 每 个 状态 都 能 够 转移 到 其 余 
任何 一 个 状态 ， 且 系统 的 状态 数 是 有 限 的 ， 因 而 有 极限 概率 存 
在 。 根 据 系 统 状 态 平衡 的 原理 列 出 图 (6.6) 中 各 状态 的 代数 
方程 。 
对 S60 有 А.Р, =А,,Р,, (6.1) 
对 S, 有 Aia +А, oD PiS Aai P e +А,,Р,, (6.2) 
H (6.1) ЖА (6.2), 1+ 

(М, AiD Pi =АоР, tA P,, 


或 А.Р: =Л,:Р., (6.3) 
用 同样 的 方法 可 列 出 
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А,.Р, =h, Ph, 


2372 
或 通 式 ， 和 6_ 1 Pi =А a P., k=0, 1, п, (6.4) 
因此 ， 极 限 概率 满足 下 列 方 柱 组 ; 
入 ,1 了 ,= 入 ioPi，， 
ЛР; =А.1 Ра 


一 一 一 


(6.5) 
А ВРа_1 ЗА &-1РАу | 
А 1: в a-i = An a. - P, J 
还 有 正则 条 件 P. +P +... +P, =1, (6.6) 
解 这 些 方程 ， 自 (6.5) 中 的 第 一 个 方程 式 开始 ， 
P, =P, (6.7) 
把 (6.7) 代入 (6.5》 中 的 第 二 个 方程 式 ， 得 
А А.А 
Р 12 Р, Мот Р, (6.8 
hh Уе ) 
把 (6.8) АЛ (6.5) 中 的 第 三 个 方程 式 ， 得 
EELS Ао} 
Р. = А.А, ША (6.9) 
` Àr- „А, _ k=] А, À 
P, = 1, 2, L2-01P , 
ERA e А, 上 ,天 一 Åk- Ik=" А 1 和 10 " 


认真 看 一 下 通 式 ， 当 k=2-n 时 ， 都 是 适用 的 。 通 式 中 分 
子 是 图 6.6) 中 的 箭头 线 自 左 向 右 的 所 有 K 个 流 的 强度 的 乘积 
分 母 是 图 (6.6) 中 的 箭头 线 自 右 向 左 的 全 部 流 的 强度 之 积 , 因 
此 ， 所 有 概率 Pu，P,，…，P, 可 以 通过 其 中 一 个 概率 Pu 表达 出 
来 。 并 把 它们 代入 正则 条 件 〈6.6)， 得 ， 


Aoi P, + 1201. P, +. 


Р, + 
° А, №, 1А, 
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А, „А, _ Е. À, „А, 
ав atA Aol р 十 。 
А Аср о тА Ano | 
Муна. 
-nn 5. P . = А 
t Ann] Аз. i | 
А А, Л МА 
Р, Га Ао А ба ушу Мааа ү, 
或 Aio À, Aio Ава" "Ато 
Ан" An: Е (6.10) 
пи 1 То ° 
其 余 概 率 都 通过 P。 表 过 ， 
À 
Р — “01 P 
Ао Ü 3 \ 
А, À x 
P,=—!2 931 р, | 
А.о" | 
| 
| (6.11) 
Р Ar- Aor p 
А, варо 


公式 (6.10) 和 (6.11) 在 求解 排队 问题 时 十 分 有 用 。 
例题 6.3 求 如 下 生 、 灭 图 的 极限 概率 . 


解 ” 根 据 公 式 6.10 有 


| -1 
я] - 
- 3 3x2 ах2х2. 5 


| 
一 二 Р = —— X — = 一 一 - 
5 ¿ 3 5 15 
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$3 循环 过 程 


设 贯 穿 系统 的 流 是 最 简单 流 ， 或 者 说 系统 服务 过 程 是 马尔 
可 大 随机 过 程 、 所 谓 循环 过 程 配 是 单 回 运行 .首尾 相 联 的 过 程 ， 
如 图 所 示 。 


A Agk-1 Х№-т, 


Аи, 1 


图 6.8 


根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 一 般 法 则 ， 我 们 站 
接 写 出 极限 棉 率 的 代数 方程 ， 
k i P =A,sP,, 
A, oP, =A, Рз, 


{5 


Akai АРЕ- 1 = Алу, Phs 


Ania Ри! =, Ри 
An Ря=А, P. 
还 有 正则 条 件 ，P, +P, +... +P,=1, 


由 上 面 的 方程 组 可 得 
Р, = > P: ; 
ме аел 
Р, = pH 1° 


ni 


至 此 ， 我 们 求 到 了 循环 过 程 的 极限 状态 概率 。 我 们 把 它 转 
换 成 便于 记忆 的 形式 ， 即 把 强度 Xi 转化 成 在 状态 3i 的 平均 逼 留 
时 间 ， 即 

t; G=1, +, HB), 

事实 上 , 由 状态 5S; 只 发 出 一 个 方向 的 第 头 线 , 令 系统 3 处 于 
状态 5S;:， 求 在 该 状态 扣留 时 间 的 数学 期 望 。 因 为 过 程 是 马尔 可 
夫 型 的 ， 所 以 ， 有 逗留 时 间 无 后 效 性 。 即 不 论 在 孩 状 态 已 经 逼 留 
多 长 时 间 ， 剩 余 的 运 留 时 间 仍 然 服 从 指数 分 布 ， 所 以 ， 
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把 它们 代入 极限 状态 概率 方程 式 ， 得 


P= i! о, 
| + Í, ++, 
Р, == 一 一 12 9 
Í, + Í, +-- + Í, 
р, 
ү + t, + + t, 
. Р, 
或 已 = 一- (k=1.::, R), (6.13) 
> t; 
ij -1 


即 牧 环 过 程 系 统 的 极限 状态 概率 等 于 每 个 状态 所 处 的 平均 逗留 
时 间 与 系统 总 的 逗留 时 间 之 比 。 

例题 6.4 电子 计算 机 可 能 处 于 下 列 状态 ， 

S — IF LIE; 

5;— АМЕ Т.Е, РЕЙ; 寻找 原因 ， 

53 一 逻辑 性 不 正常 ， 进 行 修 理 ; 

5 ,一 修复 启用 . 

如 果 系 统 所 有 事件 流 都 是 最 简单 流 。 电 子 计算 机 无 故障 工 
作 的 平均 时 间 为 0.5〈 层 夜 ;， 停 机 修理 需 时 6 小 时 ， 寻找 毛病 
的 平均 时 间 0 .5 小 时 ， 修 理 完毕 准备 启用 平均 需要 1 小 时 ， 求 极 
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解 ” 电 子 计 算 机 系统 状态 生 、 灭 图 如 下 图 所 示 ， 大 电子 计 
算 机 已 处 于 极限 平稳 状态 ， 


> 
Р, == 24, Р, =, 
39 39 
P=}, Р, =, 图 6.8/ 
9 39 
例题 6.5 电子 计算 机 可 能 有 下 列 状态 ， 
5,—1ЕЖ ГЕ; 


5$,—— ЛЕ? Е, Е, PAX 0; 

3 一 毛病 不 大 ， 可 以 就 地 修复 

S, 一 毛病 很 大 ， 需 要 专家 处 理 ; 

S 一 修复 启用 ， 

设 电子 计算 机 上 述 过 程 是 马尔 可 夫 随 机 过 程 。 机 器 正常 工 
作 的 平均 时 间 为 11; 寻找 毛病 的 原因 平均 需要 t。 时 间 ; 就 地 修 
理 平均 时 间 f, 专家 修理 平均 时 间 t,。 修 服 启用 平均 时 间 
5 

如 果 就 地 修理 的 概率 为 9, ВИЖ 1-9, 59у 
动工 资 每 小 时 k 元 ， 

求 极限 状态 概率 ， 修 理 费 用 。 

М ”系统 状态 转移 图 如 下 图 所 示 ， 
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来 ， 得 


6.9 


1. 
— P = —-р,, 
Í, Ё, 
7 р, = p, 
Г. f3 
— бу 
l “р, 1р, 
t, Ë, 
1р, +L p= p, 
F, Г, t 
1 P; 1р, 
z Р, 
ЖЕ р, +р, tD, tD +рь=1, 
АІ БИЛ ЛАДЫ УЕ, FR y E m php i 表达 出 
+ 
р. = —р,, 
Í, 
t 
ps = - 


2 — в). t 
р,=17#Э14 5, Ча. пар, 


z t, t, 
(1-9) 
t, 
t 
Ps = —- Pi. 
t, 


代入 正则 方程 ， 得 


t, г K т, 
° t, 
.. р 1 一 — o 7 一 一 一 一 一 一 一 ER 
Е.О +f, +.2 t, (1 25 t, + T, 
t 
р a n, 
+T, + ЯТ, + (1-Е, + fẹ 
t 
р. 222 — в — 
t + t, + Ft} + (1-—.2)Í, + Hs 
— т) 
р. = 一 一 一 一 一 一 а-и l 
L, + t, + М, + 9-Я). + Í 
і 
р Б иж. _5_ — А 


т, + £, + Fi, + G- Pt, + t, 
需要 专家 修理 的 概率 为 p,。 因 而 需要 费用 为 
c= kp,, (6.14) 


$4 АМА 
下 面 我 们 来 推导 一 个 非常 重要 的 公式 ;在 极限 平稳 状态 下 
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排队 服务 系统 内 顾客 平均 数 Lz 和 顾客 在 系统 内 平均 停留 时 间 
多 系 之 间 的 关系 。 

任何 排队 系统 〈 单 通道 、 多 通道 ， 马 尔 可 夫 型 、 非 马尔 可 
夫 型 ， 排 队长 度 有 限 和 无 限 ) 和 它 有 关 的 两 个 事件 流 ， 输 入 流 
和 输出 流 ， 在 极限 平稳 状态 时 ， 单 位 时 间 内 ， 到 达 顾 客 的 平均 
数 等 于 离 去 顾客 的 平均 数 。 两 个 事件 流 具 有 相等 的 强度 和 ， 

设 X(t) 一 在 时 刻 ! 以 前 到 达 的 顾客 数 ， 

y(t) 一 在 时 刻 t 以 前 离 去 的 顾客 数 . 

它们 部 是 随机 函数 。 顾 客 的 来 、 去 是 整个 的 ， 即 系统 状态 的 变 
化 是 跳跃 式 进 行 的 。 ИЖ zf) 和 y(t) 如 图 (6.10) 所 示 。 显 
A, ЛЕНЕ ЕС) = хр) 一 y(t) 是 系统 内 的 顾客 
数 。 当 x(t) 和 4() 两 条 线 合 在 一 起 时 ,在 系统 内 就 没有 顾客 ( 见 
图 6 .10) 


X(t) 
y (Ë) 


6.10 


设 足 够 长 的 时 间 T， 并 计算 在 T 时 间 内 的 顾客 平均 数 。 它 将 
等 于 函数 z( 二 在 谱 段 时 间 内 的 积分 ， 章 用 T 除 ， 
Lg= | zdi, (6.15) 


积分 表示 图 (6 .10) 中 阴影 部 分 的 面积 ， 图 (6.10) 是 由 很 多 
e ]]Ü ° 


长 方形 组 成 的 。 每 个 长 方形 的 高 等 于 1， 其 底 边 等 于 相应 为 第 
a 45 б» ДЇЇ Ж# ТЕ Ж ЕП РЕ Pa IJ al, 用 t,t ,、*…， 下 
示 。 在 了 的 末 痢 某 些 长 方形 超出 阴影 部 分 ， 当 TT 足够 大 时 , 这些 
微量 ， 无 关 大 局 。 因 此 可 以 考虑 为 


Т 
| 2а = У t, (6.16) 
式 中 之 表示 在 T 时 间 内 所 右 到 达 的 顾客 。 
在 公式 (6.16) 的 付 恕 而 边 同 除 T 得 


1[， ,— 1 x 
s| арм Д fi, 


即 1ж= 1 5н, (6.17) 
在 公式 (6.17? 中 ， 分 子 、 分 母 同 乘 一 个 强度 》， 
_ 1 | 
LR= yp 2 tiÀ. (6.18) 


式 中 XT 一 在 T 时 间 内 ， 到 达 顾 客 的 平均 数 ， 
> 1 一 顾客 在 系统 内 停留 的 总 时 间 ; 


— 


í; 
с ЕТУ ДРА, ЖИРЕН, EWR. 
Іт = М/ж, (6.19) 
L 
或 Ух == *. (6.20) 


这 就 是 著名 的 李 太 勤 公式 ， 对 任何 排队 服务 系统 ， 在 任何 
顾客 到 达 流 和 任何 服务 时 间 、 任 何 服务 规则 的 情况 下 ， 顾 客 在 
系统 内 的 平均 停留 时 间 等 二 系统 内 顾客 的 平均 数 用 顾客 到 达 强 
BE REF, C1). 

В АУТА КАУ КА, МЕН 
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排队 时 间 与 排队 顾客 平均 数 之 间 的 关系 ， 


为 推导 公式 (6.21)， 由 要 把 图 (6.10) 中 二) 换 成 C(t)， 它 
表示 在 时 刻 t 以 前 ， 从 排队 队列 中 离 去 的 顾客 数 ( 如 果 顾 客 到 达 
时 ， 没 有 排队 ， 立 即 得 到 服务 ， 可 以 看 作 ， 顾 客人 参加 排队 ， 但 
筷 的 排队 时 间 为 零 )。 


° 112 ° 


第 七 章 ”排队 模型 


本 章 主要 讨论 马尔 可 夫 随机 过 程 ， 哥 尔 葛 可 尔 夫 方 程 , 生 、 
灭 图 和 李 太 动 公式 在 建立 排队 模型 ， 推 导 系 统 状 态 极 限 概 座 和 
服务 系统 运行 指标 中 的 应 用 ， 

在 本 章 我 们 研究 最 简单 的 排队 模型 。 即 顾客 到 达 流 是 最 简 
单 流 或 顾客 到 达 间 隔 时 间 为 负 指 数 分 布 。 服 务 时 间 为 负 指 数 分 
布 。 或 者 说 ， 我 们 先 讨论 马尔 可 夫 随 机 过 程 的 排队 问题。 本章 
的 第 二 部 分 讨论 非 马尔 可 夫 过 程 的 某 些 排队 问题 。 


(一 ) 马尔 可 夫 过 程 的 排队 模型 


$1 单 通道 损失 制 (| M |10) 


单 通道 损失 制 系统 是 最 简单 的 经 典 问 题 之 一 。 设 系统 内 只 
有 一 个 服务 员 (n=1)， 上 顾客 按 泊 松 流 来 到 服务 系统 ， 到 达 强 度 
为 A\， 一 般 与 时 间 有 关 
А=АСЬ) (7.1) 
顾客 到 达 时 ， 服 务 员 不 空 。 顾 客 立 即 离 去 ， 另 求 服 务 。 服 
务 了 时 间 T 服 服从 指数 分 布 ， 其 强度 为 4 
№) = шет‘, (120), (7.2) 
由 此 可 见 ， 服 务 流 是 最 简单 流 。 
需要 确定 ， 
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1) 系统 的 绝对 通过 能 力 A， 
2) 系统 的 相对 通过 人 能力. 
因为 系统 内 具有 一 个 服务 员 ， 所 以 这 种 系统 只 有 两 种 可 能 


RE: 
S, 一 服务 员 空 着 ; ， 
S, 一 服务 员 正在 为 顾客 服 s Es. 
务 ( 忙 着 ). | i 
系统 状态 转移 图 如 图 7.1 所 示 ， 图 7.1 
自 系统 状 态 Su 转移 到 S, ,这 显然 是 由 于 顾客 到 达 流 的 作用 。 
AS ->S。 是 由 于 服务 流 作用 的 结果 。 
对 任何 时 间 #， 系 统 状态 概率 poCt) 和 pt 有 如 下 关系 : 


poCt)+p(t)=1., (7.3) 
根据 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ( 见 第 六 章 $1) 我 
ЇЇ: 


а 

T. = — ÀPo +EP), 

1 (7.4) 
p 

w rs -Hpi + ÀD. 


方程 (7 .4) 中 有 一 个 方程 式 是 多 余 的 ,因为 po 和 P| 间 的 关系 
是 由 (7.3) 确 定 了 的 。 因 而 ， 我 们 含 掉 (7.3) 中 第 二 个 方程 式 ， 
而 在 第 一 个 方程 式 中 的 p, = 1- pe。 代 入 得 


Pon — Ар, + UCI- Po), 
或 Po- — (H+A)Po +в. (7.5) 


当初 始 条 件 ，pPo《0) = 1，P1C0)=0( 开 始 时 ， 服 务 员 空 着 )， 解 
(7.5) 这 个 线性 微分 方程 ， 只 有 一 个 未 知 函 数 po， 不 仅 对 入 = 
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const 时 ， 而 且 对 入 = 入 C(t) 时 都 很 方便 。 我们 考虑 入 = const 的 情 
OÚ: 
p=. + eina, (7.6) 
po 和 时 间 ! 的 关系 如 图 (7.2) 所 示 。 在 初始 时 刻 (f =0) 服 务 
员 空 着 (po(0)= 1)， 随 着 时 间 ! 的 增加 概率 po 减少 ,并 在 极限 时 


(f-=°c), р, =: 


[47.2 


不 难 发 现 ， 单 通道 损失 制 系统 pe 就 是 系统 的 相对 通过 能 力 


Q. 
事实 上 ，p。 是 在 ! 时 刻 , 系 统 处 于 空闲 状态 的 概率 。 即 在 给 
定时 刻 ! ,被 服务 的 顾客 数 与 请 求 服 务 的 顾客 数 之 比 , ВО =р,, 
在 极限 状态 ， 当 t->co 时 ， 即 服务 过 程 达 到 平稳 状态 .相对 
通过 能 力 的 极限 值 


Q= i (7.7) 
+h 
有 了 相对 通过 能 力 ， 即 可 求 绝 对 通过 能 力 

А = М (7.8) 
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在 极限 状态 ，t ->co， 绝 对 通过 能 力 
A=. h _ (7.9) 


A Y MPW ре ЛОС ДН), АРЕН) 很 容 
易 求 到 损失 的 概率 ， 
ря =1- 0. (7.10) 
损失 的 概率 就 是 当 t->c> 时 ,请 求 服 务 的 顾客 中 没有 得 到 服 
务 的 顾客 的 百分比 。 


в А 
P 损 一 Аи À +u ° 


由 会 云 47.11) 可 见 ， 系 统 损 失 的 概率 等 于 服务 员 被 占用 的 
概率 Pi 。 

例题 7.1 -- 条 电话 线 ， 平 均 每 分 钟 有 0.8 次 呼唤 ， 即 入 = 
0.8。 如 果 每 次 通话 时 间 平 均 为 1.5 分 钟 ， 求 该 条 电话 线 的 相对 
通过 能 力 和 绝对 通过 能 力 、 损 失 概 率 、 并 比较 实际 通过 能 力 与 


(7.11) 


额 面 (最 大 ) 通 过 能 力 . 
Ж ”我们 先 确 定 服 务 流 的 参数 。 
1 1 
ш=—-—--= = 00,667 
Тв 1.5 
и, р. k... 0.8 _ 
А ИК: р = т 6 66 1.2. 
电话 线 相 对 通过 能 力 
= l _ 1 _.. 
р = jig 0.45, 
即 在 平稳 状态 时 有 45% 的 呼唤 得 到 服务 ， 
电话 线 的 绝对 通过 能 力 


A=AQ=0.8x0.45=0.,364(C) 大 )， 
即 电 话 线 每 小 时 (60x0.364=22) 能 接 通 22 次 呼唤 ， 或 者 说 , 电 
话 线 每 分 钟 平 均 有 0.364 次 竖 唤 能 够 接 通 ， 
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H Hi ЗАЛ. 
рн =1-О=1-0.455=0.545. 
即 有 55% 的 呼唤 不 能 搂 通 ， 
电话 线 的 额 面 ( 最 大 ?通过 能 力 : 
Q = 一 = l =0.667, 
Гн 
或 Оз = 60 х 0.667= 40 次/ 时。 
即 每 小 时 平均 能 接 通 40 次 呼唤 。 由 些 可见， 顾客 流 的 随机 性 对 
系统 通过 能 力 有 很 大 影 啊 ， 


$2 多 通道 损失 制 CMiMinl0) 


设 服务 系统 配备 另 个 服务 员 ， 当 所 有 服务 员 都 正在 为 顾客 
JR ЖН, MERKARI RÉ, 系统 不 予 服务 顾客 立即 离 去 ， 
另 求 服 务 。 系统 可 能 状态 为 

5 ,一 所 有 n 个 服务 п, URANA BM; 

S ,一 有 一 个 服务 员 正 在 为 顾客 服务 ,有 Rn- 1 个 服务 员 朵 者 ; 
妈 系 统 内 只 有 一 个 顾客 ; 

Ss, 一 有 Kk 个 服务 员 正 在 为 k 个 顾客 服务 ， 有 Rn 一 Kk 个 服务 员 朵 

着 ， 即 系统 内 有 kK 个 顾客 ， 


S 5 所 有 个 服务 员 都 在 为 顾客 服务 ， 即 系 统 内 有 7 个 顾客 。 
服务 系统 的 状态 转移 图 如 (7.3) 甩 示 ， 


A А À 
== ЕН. | 
Ru: (А+) пи 
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(7.31, МАН ЕН НЕЕ ЖБК, , КОД 
为 A。 如 所 系统 处 于 ss 状态 (有 K 个 服务 员 正 在 为 K 个 顾客 服务 )， 
当 有 新 的 顾客 到 来 时 ， 系 统 状态 转移 到 Se; 1 。 

我 们 确定 事件 流 ( 自 右 问 左 贯 穿 系 统 ) 的 强度 。 设 系统 处 于 
状态 51,《 有 一 个 服务 员 正 在 为 顾客 服务 }。 当 该 服务 员 一 旦 服务 
完毕 ， 系 统 立 刻 转移 到 状态 S,， 即 事件 流 自 $,->S。， 这 时 具有 
的 强度 为 &k。 如 果 有 两 个 服务 员 在 服务 ,其 中 任 一 个 服务 员 服 务 
完毕 ， 系 统 立刻 转移 到 状态 5,， 服 务 流 自 $,->S!， 这 时 服务 强 
度 为 24，…， 当 有 kk 个 服务 员 正 为 个 顾客 服务 时 ， 服 务 强 度 为 
Кр. 

根据 系统 状态 转移 图 ， 按 一 般 规则 ， 可 以 直接 写 出 哥 尔 蔓 
可 尔 夫 状态 概率 方程 。 


d 

= Ари, | 

d 

= - Ор: ЖА ро +24рз, 

р, г (7.12) 
Ж, 一 ~ (À + ku)p. + АР, | +(k+ 12р». | ° 

dp, 

dt ~ —Пир, + KD, 1. J 


Ж А СТ .13) 的 初始 条 件 为 ， 

р.<0) = 1; р,(0)=р,(0)=+=р„(0)=0 
《开始 时 ， 服 务 员 都 内 着 )， 
对 方程 组 (7 .13) 积 分 可 成 为 分 析 性 形式 ，-- 般 可 以 用 电子 计算 
ЗЕ. ЖАНА СН Bl pa 32); 

p <i) Pity е; PEY, +, РСТ». 
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实际 上 ， 我 们 感 兴 趣 的 是 状态 的 极限 概率 ， 

Pos P.s "ts Pas t'a ра» 
由 系统 状态 转移 图 (7.3) 可 知 , 系 统 的 每 一 个 状态 都 能 够 转 到 其 
余 任何 一 个 状态 ， 且 系统 的 状态 数 是 有 限 的 ， 因 而 有 极限 概率 
存在 。 根据 系 统 状 态 平 衡 的 原理 可 以 直接 列 出 图 (7.3) 中 各 状 
态 的 代数 方程 ， 


入 . 入 
Х 5.4 Ар, = upi, ру= „Ро =PPos 这 里 ， 0 


_ А | ^ A 2 
XS, 4 Ар, = 2HBD: P = ( ) Po ÊP pa 


H 21! 2! 
А A\ Po _ p° 
对 S, 有 Ар, =Зир,, = (5) = аро, 
ар. Ау p p° 
о, А, -1 一 k + Mk 9 {т А — = 一 一 ° 
对 Ss 有 Apa- = Ck + 10р, Pi с) за Ро 
К Е ú 和 п р _ р" 
对 S$，, 有 Ар„.у=пир„, ра ( = ар: 
ЖЕ, p.+p + Tp + р, = 1, 
р p” А р" 
_ + t’ 2... Ae ras -p oe = 
或 Po + рро + уу Po tk po nr”? 1, 
EA Y rH Вур, TR 1 E 1 
7 h п 
| р р’ р р 
十 -一 -十 一 十 二 + £ 1 一 
pol | Т 十 T + kı + иг) 1, 
) h п _ 1 
so р, [ P + p 人 р. 
Е )1 К | nl 
= (7.13) 
Te 
п 
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Ё 
Pp p= pp, p = p. 
[КШ], р, = PPa; р: = g, Do, бе, Ph К po и 


到 上 此， 系统 状态 的 极限 概率 全 数 求 到 ， | 
现在 求 多 通道 损失 制服 务 系统 的 效率 指标 ， 
D 系统 内 所 有 2 个 服务 员 都 不 空闲 的 概率 或 损失 概率 ра. 


即 
ГД “р 
про. Plo (7.14) 
Жы У 9" е 
2,1; 
2) 系统 的 相对 通过 能 力 
Q=1-pn=1= P po (7.15) 
3) 系统 的 绝对 通过 能 7 
=a- (7.16) 
=%Q = 和 (1 i р.) 


4〉 占 用 服务 员 的 平均 数 , 用 k 表示 。 它 是 损失 制服 务 系统 
的 重要 效率 指标 之 -一 。 其 值 可 按 下 式 求 得 


k "+k "e +ир, = > Кр, 
k =Охр. +1 хр + +Кр, + 1р 之 


р wk PP S pp | Ро 
= Ўр к КК-1) í (k-1)! 

n n = 1 h 
Ро 之 ОТУ; ор» 之 ч 

= 


apt p 
= РР | k | 
— ЯЕ 11 
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Р-р.). (7.17) 
nl 


占用 通道 的 平均 数 K ， клан ажаан A 
ел, БЛ АЛЛЕН. CEEP BID, НК РНЕ 
均 数 。 一 个 服务 员 在 单 伺 时间 内 平均 服务 上 个 顾客 КИШ, А 
个 顾客 需要 服务 员 的 数目 为 


或 k =р(1- 


- А ЛО A р" 
Ке Зи (1-1 Ро) 
或 к =р(1- 2 р,), (7.18) 
пр 
D BARA AEN, 
_ k 
n= 上. (7.19) 


7.2 MOBISA PUS Z ACn= 3) 中 继 线 。 其 余数 据 回 
例题 〈7 .1)。 试 求 ， 系 统 状 态 的 极限 概率 、 绝 对 和 相对 通过 能 
力 ， 损 失 概率 和 占用 通道 的 平均 数 ， 

解 顾客 流 的 换算 强度 ， 即 系统 的 负荷 水 平 ，p= =, 


入 一 0.8， 几 一 0.667， ‚. p= 


#& 2 K ZS BJ 3 ЫШ ЖО: 
р, = рр, = 1. 2р. (— ЖЖ IË НУ), 
р, =р°/21р, = (0.72р, (二 条 通道 被 占用 的 概率 》， 


p= Pi 一 0.228p。 (= 条 通道 被 占用 的 概率 )， 


而 po=|1+p+ -+ 人 | =0.312 (所 有 通道 都 空闲 的 


ж). 
БИ 有 =1.2x0.312=0.374 р, =0,72х0.312=0.224; 


° ]?] ° 


p|. =0.288х0.312 =0,090 
29, Ро фр. +р, +р. = 0.115 + 0.374 + 0.224 + 0,090 = 1.0, 
ЖЭ K RU Ж 
рт = р. = 0.090, 
ВП 9 70 的 呼唤 不 能 接 通 . 
系统 的 相对 通过 能 力 
О=1—ри=1—0.090=0.91, 
ИҢ 91% пу р em 
系统 的 绝对 通过 能 
А=АО=0.8х0.91=0.728, 
BH By y ЭРА] Н] 0. 7282. 


占用 通道 的 平均 数 
к = 0.728 | (9 
и 0.667 ° 
即 平均 占用 1.09 条 中 继 线 ， 
ЖИН BJ] H) Ж 
_k 1.09 n ann 
ПЕ 0.263. 


$3 ” 单 通道 等 待 制 CM | M |1) 


排队 论 中 单 通道 等 得 制 其 有 特 询 重要 的 意义 ， 因 为 这 种 排 
队 模 型 在 实际 工作 中 经 常 遇 到 。 例 如 : 医生 诊 病 ， 调 车 驼峰 解 
WER, ПРИЗА. 

本 节 讨 论 的 等 等 制 系统 是 这 样 的 ， 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 上 服 
务 时 间 都 是 指数 分 布 。 单 位 时 间 内 到 达 的 顾客 数 为 入 ; 服务 强 
度 为 上 &。 系 统 内 只 有 一 个 服务 员 。 顾 客 到 达 时 ， 服 务 员 不 空 , 顾 
客 参加 排队 ， 等 竺 服务。 一 直 等 到 有 服务 员 为 他 服务 为 止 。 
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Д АЈДЕ. КНС. РА: 
А А А А 
s ЕЕ эрсе Б s E 


Я А ЛК ЫШ ЖАП АУА ЗНИК, ЛИН, 9 
出 系统 的 可 能 状态 。 以 服务 系统 中 的 顾客 数 表 示 系 统 的 状态 ， 
记 作 S;(i=0,1,2,…)。 

5, 一 系统 中 没有 顾客 ， 服 务 员 空 着 ; 

S 一 系统 内 有 一 个 顾客 ， 服 务 员 正在 为 顾客 服务 СЯ), 
没有 顾客 排队 ; 

:一 系统 内 有 两 个 顾客 ， 服 务 员 忙 着 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 


x ——a— 
ji 


6, 系统 内 有 个 顾客 ,| BARER, жос 1) 个 顾客 排 
А; 
如 上 记述， 系统 状态 数目 有 了 限时， 极限 概率 才 存 在 。 而 我 
们 讨论 的 系统 状态 数目 是 无 限 的 。 但 可 以 证 明 ， 当 p< 1 时， 极 
限 概 率 是 存在 的 。 当 p>1,f->ce 时 ， 排 队长 度 将 无 限 增加 ， 
特别 值得 提出 的 是 ， =1。 即 系统 的 负 待 水平 达 到 100%6 ， 
或 者 说 ， 在 一 个 顾客 服务 前 时 间 内 ， 平 均 也 只 有 一 个 是 客 来 到 
服务 系统 。 这 应 该 是 很 好 的 。 来 一 个 ， 服 务 一 个 。 实 际 上 ， 并 
不 如 此 。 当 p=1 时 ， 系 统 内 输入 的 顾客 数 等 于 输出 的 顾客 数 ， 
只 有 当 顾 客 均 衡 到 达 ， 服 务 时 间 固 定 不 变 时 ， 才 有 可 能 。 这 种 
理想 的 排队 系统 ， 实 际 上 上 根本 不 存在 。 当 输入 流 或 服务 流 稍 有 
不 均衡 ， 即 有 时 系统 是 守 闲 的 ， 而 失去 了 可 用 的 服务 时 间 ， 这 
样 损失 的 时 间 越 多 ， 服 务 员 得 空 的 可 能 性 越 小 。 因 而 ，P。(f) 
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随时 间 而 变化 ， 达 不 到 极限 平稳 ， 

让 我 们 回 到 单 通 道 等 待 制 问题 上 来 。 严 格 地 说 ， 在 生 、 天 
图 中 ， 当 系统 状态 数目 有 限时 ， 才 有 极限 概率 存在 。 这 与 我 们 
讨论 的 问题 有 矛盾 。 但 也 不 必 担 心 ， 闪 为 我 们 讨论 的 排队 模型 
中 的 P 服务员 空 闲 的 概率 ) 可 按 下 述 步 又 求 得 。 

根据 生 、 灭 图 (7.4) 和 建立 哥 尔 莫 可 和 尔 夫 代数 方程 的 一 般 
法 则 ， 我 们 有 ; 

对 S 有 АР,=нР,, P= ЕР, 2 SPRA 
Р, =рР,; 
ЯЗ, ФАР, =P., Р, = 2р "Ро 


А А 
对 S, 有 АЛАР, =ир,, P . =. Р. =p Роз 


ФФТ а F k k _ Фик $t a ib той „ try E+ 


, , ЕТ 
根据 正则 条 件 ， Р.+Р, +P, +. +P,+--=1, 
或 P +pP +- р?Р, + +рР, +: =1, 


Р,(1+о+р? +. + р%++е)у=1, 
于 式 括号 中 各 项 之 和 是 几何 级 数 。 我 们 知道 ， 妆 2<<1 时 ， 级 数 
收敛 。 当 p1 时 ， 级 数 发 散 。 这 就 直接 证 明了 ，p<1 时 ， 极 限 
WRP, Pi, P;,… 和 存在 ， 
我 们 假定 2 二 1， 则 


] + p + p° + ... + DR 4... = — i g 
1-р 
因而 Р. = +р+ о" +e tpe =1-р, 
或 Р.=1-р, (7.20) 
从 而 ， 极 限 概 率 可 按 下 列 公 式 计算 ， 
Р,=р(1—р), 


Р,=р`(1-~р), 
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P, =p" =P), (7.21) 


这 里 P, 指 服务 员 闲 着 的 概率 ， 即 系统 内 没有 顾客 的 概率 。 
P ,是 服务 员 忙 着 的 概率 ， 且 系统 内 有 一 个 顾客 的 概率 。P, 一 服 
务 系 统 内 有 R 个 顾客 的 概率 、 
现在 求 系 统 的 效率 指标 : 
1) 系统 内 排队 顾客 的 数学 期 望 ( 平 均值 )， 工 系 ! 系统 内 的 
顾客 数目 是 随机 变数 。 它 的 可 能 取 值 有 0 ,1， 2, R... 顾客 
数目 相应 的 概 认 为 P。 Pi Patt, Р, зе, 因而 顾客 数目 的 期 望 
值 为 
Lz = У АР, =ОхР, +1хР, +2 ХР, +... + RP, + +: 
Р.= р“ — р), 
Га = У вр (7-р) р р) У kpt., 

Н, Rok 是 pr 中 对 p 的 导数 ， 即 


a 
Lg=p(1-p) 2, 0' 
£ 之 do 


d < à 
01-р) 2 2, 


Ро d Pa] 
Чү 1-2 dp 1-р (1-р) 
1 
L= = 1 = D)— —— 
я =р( p (1—0)? 
A 
p и 入 
T L = — — — Ш —p оч 
或 系 1 一 1 w— 和 A" (7.22) 
H 
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2) АЕ Т, Wa: 
根据 李 太 勒 公式 〈 见 第 六 章 》3)，。 
W g == =E = АС N = и Ep (7.23) 
3) 排队 顾客 的 平均 数 是 L 队 。 为 了 求 得 L 队 ， 我 们 作 如 下 讨 
10: 排队 的 顾客 是 随机 变数 ， 它 等 于 服务 系统 内 顾客 数目 的 数 
学 期 望 减 去 正在 锌 服务 的 顾客 数目 的 数学 期 望 。 即 
La = ж ~ Г, (7.24) 
式 中 ЕЕК АУЕ 3⁄2 H BJ BH Н. 
IE ДЕЛ 2 PJ BJ S SPS STE ОША Ж) 或 者 等 于 1 
ӨШИ ү Ж), < JBS SL 25 $z By Se 2 RB 28 {И 28 РОННИ h 28 АУ 
Ж ЖОР), EI, 


Pu+P, =1, 
i Pie=1-P,=p, (7.25) 
即 正在 被 服务 的 顾客 数目 的 期 望 值 

Гр = о. (7.26) 
从 而 Гу, = Lz — L yg = — p= 0 ° 

| 1-р 1-2 
À 2 
或 ЕВА = в" (7.27) 
4) ЖЕҢ АНИ д. 2 К 
Wp СА. o (7.28) 


мар)‘ 
5) АЕН Р RRP). 
Р(>1)=1-Р,- Р, =1- (1-0) ~ р(1- р) =р°, 
6) ЕЛИ Z T m - i Н ИЖ ЖРС>т), 


P(>m)=1- SP=1- 0Q-p"!)=p"+!, 
Ñ = 0 


(7.29) 
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7) 系统 内 顾客 数目 的 方差 РО.җ), ЛЕХ: 


D (ж) = У (#—1,&)° P, 


k-o 


-y 


= У (R: - 2RLg + БР, 


R -0 


| — , 4 
一 > R:P. —- 2 L £ > RP, + 工 系 : > P, , 


R = Q k-90 h .0 
Ú Р„=р0*(1—р); ~ P,=1; > RP,= Lz., 
| к 0 Е... 
| D (Lg)= Ара 一 P) 一 2 工 共 2 + Lg2 

R -0 


гн соусы: 
= > kA —p) ~ ж 
R — O 


=(1-p)> R'p'— Lg2, 


Ë = 0 
.. У зр р] + 10+ 9p? + + RET) +e) 
а = 
1+р 
— = 9 
(1-р) 
р? 
2 — 
Г» (1 —p)° 
РР В 
Ре РИ а рут ү ру G= p: 
=P (7.30) 
RO РС т-ру” 
Ур. (7.31) 
“. О(Ьх ) = 10 


系统 内 顾客 数目 的 偏离 系数 u《(L 系 ) 


р<1, =. а: 1. 
即 系统 内 顾客 数目 有 很 大 的 波动 。 
8〉 排 队 顾 窜 数 目的 方 痊 DCLg)。 根据 方差 定义 ， 


D (у= > (RkR-1)°P,- Ly? 


R=1 
- Жр,-2 У P- Lg? 
k 1 ËR -. 1 
(ї—р)? Q =p)? 1—р 


р 2, |2 
d =p) 


_ 0°(1-<+р—р0*°)у 
(1 — p)? 


或 D (Li > == р < 1 T£ 70°) . (7.32) 


(1-0)? 
现在 我 们 求 顾 客 排队 等 侍 服 务 的 表达 式 。 


设 了 了 是 系统 内 第 84+1I 个 顾客 的 排队 等 待 服务 ВН СВЕ 
变数 ) , 当 某 个 顾客 到 达 时 ， 系 统 内 已 经 有 rn 个 顾客 ,经 过 1 时 间 
后 ， 系 统 内 nn 个 顾客 都 被 服务 完毕 。 因 为 服务 时 间 是 指数 分 布 ， 
它 具 有 无 后 效 性 ， 因 此 ， 当 第 n 个 顾客 到 达 时 ,正在 被 服务 的 顾 
客 ， 余 下 的 服务 时 间 仍 是 相同 的 指数 分 布 , 我 们 可 以 把 hn 个 顾客 
被 服务 完毕 所 需要 的 时 间 看 作 n 级 爱 尔 遍 分布， 并且 可 以 看 作 n 
个 顾客 服务 的 时 间 t 等 价 于 第 n+ 1 个 顾客 的 排队 等 待 时间， 即 


Ta <t, яп + 1 个 顾客 的 服务 时 间 的 概率 密度 为 


式 中 一 是 工 队 的 具体 伪 
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трудот S (iD "p" 

м n] 

SUD, AD? a: 

яя руе ny TA H! l ' 
ВГ Ы, fra =e pe ET Бо, 
或 fr С) = (1 р)е U 0 


可 见 ， 方 队 ( 纪 也 服从 指数 分 布 。 
现在 可 以 求 顾 客 平 均 排 队 时 间 王 以 。 


Ww = | fa (а= | t-e ав, 
0 J 


À p~“ 
B ЕР, 
| А Си А)  ЛА-р>) 


8) В НЕБА ВУ [BJ НУ РС). {И J 2 E М. 
рс) = | "Лю dt Wh 
=| to- Wee vat Wp. 
= 2 | А | 
B( u — А)? wb А) 


„. ^и-^ Р-Р) 
рш №: -A о 


02 — р 
я р =: 
或 (Wp) = TEESE (7.33) 
9) MÆ HERR ERIS EW в) 
| _——hp 
O (Wr) 一 Ах p(2 р). (7.34) 


例题 7.3 НН, ДЗ. ВСЯ У) 
* [29 * 


间隔 时 间 服 从 指数 分 布 ， 每 小 时 平均 到 达 2 列 (X=2) ;服务 员 是 
Ей, 解体 一 列车 平均 20 分 钟 、 解 体 时 间 是 指数 分 布 。 车 站 到 
达 场 上 有 2 有 明道 。 当 到 达 场 满 线 时 ， 不 能 接 车 。 这 册 , 列 车 只 能 
停 在 袖 外 或 前 方 站 ， 求 在 平稳 状态 下 ， 车 列 平均 数 志 系 ; 车 列 在 
到 过场 上 的 平均 保留 时 间 W 系 ; ЯНА. ДН 
列 人 梨 在 机 方 融 上 每 个 列车 小 时 的 费用 为 a 元 , 求 列车 停 在 前 方 站 
上 的 损失 ， 
解 和 =2， “вт а 


_ Aa 7 __ 1 2 
РЕМ д2 y 


1) 系统 内 车 列 的 平均 数 
2 


dt 


一 -一 一 


3 
Lg =. -一 5 = 200). 


2) 车 列 在 系统 内 平均 停留 时 间 ， 


2 
2. 
Wi D č 23 - +) 
касру 7,10. 
3 
3) 系统 内 排队 待 解 车 列 的 平均 数 
2 2 
( 一 - 
2 - 3 4 
L = p = — —— = — | 
и wari z (92 
3 
4) 车 列 平均 待 解 时 间 
4 
| _ Lp _ 3 _2 
Ув = ҮТ = =: 3《 小 时 ) 


5) 车 列 停 在 前 方 站 上 的 平均 时 间 , 即 列车 平均 延误 时 间 ， 


° 730 ° 


ОРУ. 
2+1 
Уш РС>2) =1- УР =ø" = (5) =0.297( 时 )。 


6) БЕЙНЕН РИЙ ЕР. ШЕ 82135 80 3939 38, 
Іх, ЖБЕК К 
La = М а= 2х 0.297 =0.594(9]), 
7》 延 误 列 车 费用 E， 
Е =24^.УУжха= 24х 2х0. 297 ха= 14. 2ал: 
即 每 天 延误 列车 费用 为 14.24 元 ， 


$4 单 通道 混合 制 (M | M | 1 | m) 


设 系 统 内 有 一 个 服务 员 n=1)， 顾 客 到 达 间 隔 时 间 为 指数 
分 布 ， 其 强度 为 人 5 服务 时 间 是 指数 分 布 ， 其 强度 为 6 在 单位 
时 间 内 ， 服 务 员 不 停 地 工作 平均 服务 的 顾客 数目 ) . 当 顾 客 到 达 
时 ， 服 务 员 不 空 ， 顾 客 参加 排队 ， 等 待 服务 。 因 为 系统 内 具有 
了 4 个 排队 位 置 ， 所 以 满座 时 ， 顾 客 立 即 离 去 ， 为 求 服 务 。 这 是 
排队 长 度 有 限 的 服务 系统 ， 

系统 状态 生 、 灭 图 如 图 (7.5) 所 示 : 


A А À À À À 
图 7 .5 
系统 的 可 能 状态 有 
So 一 服务 员 Ж 着 ， 
S :一 服务 员 正 在 为 顾客 服务 ( 忙 着 )， 没 有 顾客 排队 ， 
S, 一 服务 员 忙 着 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 
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SiS REE, ТАЕ НЕА; 


Sm+1 一 服务 员 忙 着 ， 有 m 个 顾客 排队 。 
由 图 (7.5》 可见 ， 由 一 个 状态 转移 到 任何 其 它 状态 ， 且 系 
统 的 状态 数 是 有 限 的 ， 所 以 ， 极 限 概 率 存 在 。 为 求 极限 概率 我 
们 根据 状态 平稳 和 列 哥 尔 英 可 尔 夫 代数 方程 的 一 般 法 则 ， 我 们 
入 


对 So 有 АР, = ЊР À Р. Р =рР,. 


对 S 1 有 АР, =ВР., Р, = Р, =ріР,. 
人 3 

对 Ss 有 АР, =ВРз, Р, = Р, = р Р.. 
{ 


XSA АР, = ВР, ,, Р, =р‘*'Р,, 


对 = 有 АР == WP, 1 ， Ри. =p" Po. 
还 有 正则 条 件 ， P +P 十 二 二 


НП P, + ОР, +р?Р, a+ +ptP +: р" P, =1, 
.. Р„(1+р+р? ++. + р... + 0""1) ЕТ. 
Вр Р = [1+ р+р? +... кр". 

注意 到 ， 上 式 括 号 中 是 几何 级 数 ， 加 总 可 得 


] 1-0 
Р А г 7 
ара тр) p (7.352 


АКШ, НЖАЖИЖАРАЛ, 
Р, =ОР., Р,=р:?Р,,:..,Р,= рР, З. 
Р„.у=р"*'Р,, (7.36) 


注意 到 ， 当 p-= 1 时， Pu = 0, НИЕМ 
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1+ 0+ р? +- + р" =т+2, 


=————, Dp=] 
у т +9 ° 


现在 我 们 求 服务 系统 的 效率 指标 : 
D 系统 损失 的 概率 ，P 损 ， 当 系统 满足 ERES. HF 
队 位 置 满座 ) 时 ， 来 到 的 顾客 ， 立 即 离 去 ， 另 求 服务 的 概率 。 
Ру = Pr =p P, =p" a А (7 87) 


р” +2 
2) 系统 相对 通过 能 力 


“tiga 
О=1-Ри=1- Р, (7.38) 
D 系统 绝对 通过 能 力 
А=ЛО. (7.39) 


4) 系统 内 排队 顾客 的 平均 数 L， 它 是 离散 随机 变数 R 一 
排队 顾客 数目 ， 的 数学 期 望 
Li = МСК), 
当 系 统 内 有 二 个 顾客 时 ， 其 概率 为 P,， 有 一 个 顾客 排队 ， 
所 以 排队 顾客 的 平均 数 为 1 xP,， 当 系统 内 有 三 个 顾客 时 ， 其 
中 有 二 个 顾客 排队 而 其 概率 为 P:， 所 有 排队 顾客 的 ЗЕ 均 数 为 
2Рз; ++; 当 系 统 内 有 个 顾客 时 ， 其 概率 为 PB;,， 这 时 排队 的 顾 
客 有 Rk 一 1 个 。 所 以 排队 顾客 的 平均 数 (R 一 1)P,;…， 最 后 , 系统 
内 有 rm 个 顾客 排队 时 的 概率 为 Pi。 因 而 ， 系 统 内 排队 顾客 的 
平均 数 
Г =1xP,+2P, + + (Е- ПР, + :+mP,,i 
=p° P, + 20°P +... + (Е 1)р*Р„+ +++ тр" P, 
把 p?P, 插 出 来 : 
Li =р?Р, (1+ 2р+ + (8-1) pr 2+ +mp" 11, 
括号 中 的 数 可 以 瑟 成 导数 式 ， 
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十 2 + “1... + HI ' =| 
(p+ p р р") тр 
[1- (т +10") (1-0) + (0 0" 1) 
(1-р) 
1—07 + 120" р (ит + Dp р 0"?! 


CG =p)" 
_ 1- от + 1)0" + тр"! _ 1-0"(т + 1 — тр) 
(1—0) Ci =p)? | 


| . 1—р"(т+ 1-— тр) 
Ш тон” | = м 
А (1-р)? 


; 1 —p"'(m +1- тр) 
= Ги = ОР 7”! т1- mp) 
最 后 得 BA p 0 (1-р)? e 


2 т 
所 以 у= H Amt] 
ET ETAS 


到 此 ， 我 们 导出 了 排队 古 客 平均 数 的 计算 公式 。 
5) 系统 内 顾客 数目 的 数学 期 望 
上 L 系 二 上 队 十 工 服 。 
AF 工 眼 一 正在 被 服务 顾客 的 平均 数 ! 
LM 一 系统 内 排队 顾客 的 平均 数 ( 刚 刚 求 到 )。 我 们 的 问题 
是 求 L 腿 。 正 在 馈 服 务 的 顾客 数 对 本 系统 (п=1) ЖИ, ЯМ 
或 者 服务 员 闲 着 ， 其 概率 为 Pu 或 者 已 着 ， 其 概率 为 


种 可 能 ; 
1 一 Po。。 服 务 员 忙 着 就 是 正在 为 顾客 服务 。 我 们 已 经 知道 ，P， 
1-р А рр“? 
= ПР. РР, 
1-р" +? іл 1 0 1— p“? 
Ее 
L =1— P — р-р | , 
ВШ iB = T r: 
__ "о 
РР (7.41) 


从 而 得 ж + оү. 
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6) УЕ КТВ, 
然后 用 李 太 勒 公式 验证 ， 

设 顾 客 在 革 个 时 刻 刘 达 服 务 系统 ， 服 务 员 闲 着 ， 其 概率 为 
Р,. 顾客 立即 被 接受 服务 ， 或 者 说 ， 排 队 时 间 等 于 零 。 当 顾客 
到 达 时 ， 系 统 内 已 经 有 - -个 顾客 ， 其 概率 为 P,， 服 务 员 正 在 为 
先 到 的 顾客 服务 。 顾 客人 参加 排队 ， 等 竺 服务 。 由 于 服务 时 间 是 


指数 分 布 ， 无 后 效 性 ， 所 以 该 顾客 平均 等 待 时 间 仍 为 二 。 当 顾 
客 到 达 时 ， 系 统 内 已 经 有 两 个 顾客 ， 其 概率 为 P, 即 一 个 顾客 
正 被 服务 ， 一 个 顾客 在 排队 .正在 排队 的 顾客 平均 等 待 二 时 间 ， 


所 以 ， 后 到 顾客 的 排队 时 间 为 二 十 坟 = 元。 依 此 类 推 ， 当 顾 容 
到 达 时 ， 系 统 内 已 经 有 k 个 顾客 ， 其 概率 为 Ps。。 这 时 ,平均 等 待 
ODERA 这 里 的 8 可 以 为 任意 整数 ， 但 £m， 当 Ё=т+ ПЫ 


ЖОТЕЛ? 即 当 顾客 到 达 时 ， 系 统 满员 ， 顾 客 立即 离 去 ， 另 求 服 
25. 或 者 说 ， 该 顾客 的 等 待 时 间 为 零 。 因 而 ， 顾 客 平均 排队 时 
[н] 3: 
Wi = P +Р, 2+... + p. +. Ри 
H H H B 
把 Pi Pa pte Pa IBN А. 得 ， 


1 2 Ё 

Уи =P p— +P p2 +... +P, р‘ 
BA oF 0 0 n 
+ +P p" 

{+ 
Р, 


[1 十 20 十 s.. + ko:™! +... + тр" 17], 


їй уН НАЯ ВЖЕ. 
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йўр =. 7 17 т+1-тоу_ 
H (1-0) 
Р, 值 代 A, 49%: 
Wh = 1001-0) _1-о"бт+1-то)_ 
в 1-0 (1 — p) 
__p[1 — p"(m + 1 тр) |] 
BCL ~p) -0" *) 
到 此 ， 我 们 导出 了 顾客 排队 等 待 的 平均 时 间 的 计算 公式 。 
EWB? 我 们 用 李 太 勤 公式 验证 。 根 据 李 太 勤 公式 ， 


(7.42) 


¿ —. гү" 1 一 
Вр Уи =} [1 —p"(m r: 1 — тр) 


— = ше auaa 


(1—0)0(1-— pt 2 А 
_ DpD[l1-p"(m+1-mp)] 
LCI -=p =p?) ” 
REER ОР IS HEBA ВУ) [8] STREDA Б 2£ E ЖОЙ: pit Ж ЕКШ НЕ 
Т) 顾客 在 系统 内 平均 带 留 时 间 
Ух =Уц+ їн, 
式 中 Рив RJ, 
W p З HEBA BF. 
我 们 知道 ， 排 队 时 间 和 服务 时 间 都 是 随机 变数 。 因 而 ， 顾 客 在 
系统 内 的 有 逗留 时 间 也 是 函 机 变数 
令 1 系 为 膜 客 在 系统 内 的 停留 时 间 ， 
Tas ЫЙ ЖИЕ BA Bs ЇЙ], 
t 股 为 顾客 服务 时 间 ， 
根据 数学 期 望 和 的 定理 ， 有 
M(Tg)=M(Të)+ M(t 服 )， 
R MTH =, TMG = Qt = ге 
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从 而 ， 得 ， Иж ур +S- = E g, (7.143) 
应 该 注意 ;: 上 述 公 式 的 推导 是 以 有 m 个 排队 位 置 为 基础 的 ， 
例题 7.4 某 修 理 站 只 有 一 个 工人 .在 修理 站 内 最 多 只 能 信 

三 台 修理 的 机 器 ， 若 需要 修理 的 机 器 超过 三 合 ， 则 请 到 别 的 修 

理 站 去 。 设 修理 机 器 到 达 强 度 \=1， 并 服从 泊 松 流 。 修理 时 间 

是 指数 分 布 ,平均 修理 时 间 为 1.25 分 钟 。 试 求 系统 的 效率 指标 。 


解 №=1, їш=1.25, p=— 1 =1.25. т =3. 


>. p= 1202 171.49 = 
1-р 1-1.25 
P, = ОР, =1.25х0.122=0.152, 
Р, =р?Р, =1.25 x0.122=0.191, 
P, =р?Р, =1.25° х 0.122 =0.238, 
Р,=р*Р„=1.25'х0.122=0.297, 
Ри =P; =0.297, 
О=1-Ри=1-0.297=0.703, 
=^9=1х 0.703 =0.703. 


Ly = РС "Ст +Т- тр). 


(1—p)(1—p"t2) 
_ 1.25°[1—-1.25°(3+1-3х1.25)] 
(1-1.25)(1-1.25°) 
=1.56(), 
Гв=1-Р,=1-0.12=0.88, 
Еж = у, +Lg =1.56+0.88=2.44(6), 


1 
Ув = -5 =] =1.56( 分 钟 )， 


W z == + = =1.56+ а 2 .44( 分 钟 )， 
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Ж 一 般 排队 论 书 上 都 以 Gm -~ 1) 个 排队 长 度 为 限 , 系统 状 
态 转 移 图 如 图 7.6 所 示 。 这 时 ， 上 述 计算 公式 相应 为 ; 


À À À А Ar 
H н u б Р 


тава не У 


到 7 .6 
Р, = тг p ^1. 
Р„ = р"Р, = о, . 
Lg = У ЮР, = Жр — „170. У дрк 
wa wa 1-р 1-р RO 
то Хе = Tp р 


L-2 02120“) 

р" 1 dp Я 1-р 

= 一 -二 和 中 一 p)(— m — Der- CDU] 
1-0” ! (1-р)? 

р |1 + р"! ~ (м +120] 


 — — _ 


|| 


me a Imoa — 


OO 


а 2р") 
рът + 1) ~ 130"! 2 (m р" т 


— — m. —— і; 


— ———-——— 一 


(1-—р)(1-—р"?ї!) 
р(1= р") - (m + 1)0"* (1-р) 


мы. 


——r .. = — . J 


(1—p)G(1-—p"t1) * 


р _ (т+])р""! 
H L = o 
"2 Ж 1-2 БЕ: р"+ 1 


。 这 里 人 古 顾客 到 达 强 度 。 但 当 系 统 满 员 时 ， 顾 客 
到 达 强 度 эж. КИК ЖШ SA АУС АА ВЕКА Вр, 


m-t 


А = À > + 0х Р„=А(1-—Р„), 


n =i 


‚ 0%1. 


У; 
-EF 
М 
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ПЕЙ ФАШ А. HEBA BB АУЕ 27 


Lg _1 À д 
Lu, = Kua W р, = À ~ ма L an 
КАМИ x (TW г) a 
li 
p (m + 1)0"*: 
РЧ P n 一 тр з L ч = 一 -一 一 一 -一 — — ——. я 
рг» Ж 1 -р j = р"! 
2, “~-i н 
n L = -| + (m — Пр |. 
А 12р (1—p t) 
А, 
式 P=。 
ü H 
Lg Ly 
W -一 W — —— ННД 
Н * М(1-—Р„) ' А ACL — Pn) 


例题 7,5 ” 某 洗 车 设备 ， 在 洗车 机 外 有 容纳 千 辆 车 的 空地 。 
设 车 辆 到 达 按 泊 松 流 ， 每 小 时 平均 到 达 40 辆 ， 洗 车 时 间 服 从 指 
数 分 布 ， 每 小 时 平均 洗车 60 辆 。 求 系统 极限 概率 和 效率 指标 ， 


解 А, =40, и == 60. р= 2, т = 9, 
<) 
2 
1 —– — 
= зу”: -—— 0.365, 
1- (2) 
P, =pP, = Zx 0.365 =0.244, 
е 
‚2 
Р,=р?Р„= (2) х0.365=0.162, 


. Š 
) x0.365=0.108, 


T 
| 
°. 
k: 
[ 


4 
) x0.365=0.072, 


) х0.365=0.045, 


co | Fo co :Fo | t> co | Fe 
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在 排队 服务 过 程 中 ， 有 时 有 这 样 的 服务 员 ， 当 顾客 排队 长 
度 达到 一 定 长 度 时 ， 上 服务 员 加 快 服务 :反之 ， 当 排队 顾客 不 多 
了 时， 服务 员 了 就 县 动 放 蔓 速度 $ 或 者 说 ， 


2 (= N Š 
La Dp 
1 
3 3 
= 1.43099), 
入 效 = 40(1 Р.) = 4061 0.045) = 38.08, 
Їй, = Lx — 5 =1.48- кыы 0.788099), 
Wg= PA = 1.123 2242( 小 时 )。 
Aak 38.08 


$5 CMIMI) 状态 依赖 服务 


服务 员 用 快速 ， 其 强度 为 ， 反 之 ， 用 慢 速 ， 其 强度 为 1。 


此 系统 平均 服务 强度 取决 于 系统 状态 。 设 系统 状态 转移 图 如 图 
7.7 有 所 示 ; 


Е 
Hi 


Àb À 入 大 А. À. A ` À = жю 
— =a. . "ул s # r*+ Sm = 
пшн У, 4 „шы a s == +. s D тії + +r ih is Wb 
H: ] Н, Hi Hı Hz H; И: 


17.7 


So 一 一 服务 员 困 看 ， 
S1 一 一 服务 员 必 者 ， 没 有 左 客 排队 ; 
5, 一 一 服务 员 忙 大 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 


Ss 一 一 服务 员 柱 着， 并 加 快 服务 速度 ， 有 т-1 个 顾客 排 


. ]40* 


А; 


当 排 队长 度 超 过 m 时 ， 


Sne Н 5 ЕН, Нт+т-11 Ж HEB. 


根据 生 、 图 和 建立 等 尔 更 哥 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ， 我 们 


Хол, АР, =р,Р,, Р, Рон 
入 № ү 
对 Si， AP =k1P,, Буя, Р, = (=) Ро. 
А, А N А, 
对 Sn, ÀP, =u, P, ұу, Р = maa с) ° ГЕК ° 
KA ГАА, 
XFS,, 1， AP, . = LP, +,, Papa = (—-) . ( -) Ро. 


ХЭ нь,» АР... = р, Р.,:, P,,,= ( Si ° (СА ) Pan 


Hi, Ho 
(А) P,, І<и<ют, 
' p= `! (7.44) 
- — N Po опт, . 
И, "В. ` 
А. À 
Pi =--—, D, = — <1 时 ， 
г | и,’ | H; 时 
1 一 07 p ртт! Е 
Р = [HEr Ра N ‚ 
0 Гр, i-p, (7.45) 
现在 求 系统 内 顾客 平均 数 


т 


І. 


= ИБ +P) y Зым 


И = Ü Поза! 


• ]41 ° 


rt 


d Чү Рр у 
= 107 Жо1+о\(2) 10; (725; )|. 


= р}! 1+ Cm ~ 1)07 mpi 1 
改 ж = | G-p)? 
p,p, `[m — (m - Тр, ] 
+з“ елы |. (7.46) 
系统 内 排队 顾客 的 平均 数 
Li = -—(1—Р„) (7.47) 
M36826 Жду Аун] P) K |, 
顾客 在 系统 内 的 平均 停留 时 间 
Ух — (7.48) 
М Фе ВУНЕВА HJ [8] 
Ув = - ， (7.49) 
或 
Wa=Wp + l — (7.50) 


式 中 二 一 为 平均 服务 时 间 ， 


$6 多 通道 等 待 制 ( 改 | M | n) 


设 了 服务 系统 内 有 M(>1) 个 服务 员 。 顾 客 按 泊 松 流 来 到 服务 
系统 ， 到 达 强 度 为 ^， 服 务 员 的 能 力 都 是 &， 服 务 时 间 服 从 指数 
р, SEAR, WERA RS RCE, MAESA 
A, ВН, А 2 q 22 RARS AIE. ХЕ 
型 的 生 、 灭 图 如 图 7.8 所 示 : 

图 中 ， ”So 一 一 所 有 服务 员 都 办 着 ， 
„ 142 ° 


ü е >” 
7.8 
有 一 个 服务 员 忙 着 ， 其 余 服务 员 闲 着 ， 


2 À. 人 À. 
В кек па кишш SS 
пи d ни иң HH 


5 ; 
S — 个 服务 员 1, Иж, 


ДОН, КЖ, 


жиме, 
S, 一 一 所 有 n 个 服务 员 都 忙 着 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 
Sp 


See AANA И 员 都 忙 着 ， 有 ?个 顾客 排队 ， 


2, | 则 系统 状态 有 极限 概率 存在 ， 


没 人 <1 满足 ， 则 根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 英 可 尔 夫 代数 广 


程 的 一 般 法 则 ( 见 第 六 童 3 1р, 
А, 
XS, KP =НР,, Р.= P = pho 


XS, АР, =2BP,. P, =P, = Ра 


对 S。 АР, =3uP,, P = P Ро; 


у 


atl 
p 


Ss АР„_,=пЫР„,Р,„-: ‚| Р., 


p°? 
ХТ АР, = ИВР, ., Pagi =——FP, , 
HL * HI 
nt - 
对 Dn 1 ҺР„,,=пИР„,, ‚Ра = —; 一 一 
е э} 


ü % 
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фа, btt 


还 有 正则 条 件 : Р„+Р,++ +P + eet Part + =1 


2, 3 
或 P, + pP +PP РР б 
- „+... . ... 
боор ° 3 ` i пр 
pr r 
+ ——P, + ::: = 
noeng ° + 1, 
或 P, = TETE 0 J-e + "(Р + 六 
21 H.I nen) n?n] 
р"*' z 
十 
л) 
=} (1+р+ р: „Р Dr р. 
2 И | Hen] (1 ' n + 
! 1 
(ву +a] 
2 п n — 1 
={(1+р+ 2 к.к y 2 __1 
21 И nen (1 о) у 
Th 
2 ti п _ 
Вр Р, =| (1+p+ £ в) Р | 
2 п п\(п—р)у 1 ° 
(7.51) 
Ат, P —pP,, Р-Р p .... P _ Вр 
21 Ü % ° п n] Ü $ 
nt 1 но 
P, = P,，p = 
+1 ТТ 0% Г n42 Н.И Ро; 
ntr 
Рь„,„=————Р,; ... 
И’ И! 


现在 我 们 求 系统 效率 指标 ; 
1) 损失 概率 。 因 为 在 等 待 制 系统 中 ， 请 求 服务 的 顾客 B 
早 会 被 接受 服务 的 ， 所 以 上 损 =0。 
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2) 系统 的 但 对 通 计 能 力 
Q=] -Ph = 1. 

3) 系统 的 绝对 通过 能 力 
А=АО=\, 

4) 系统 内 排队 顾客 的 平均 数 . 


Lyu =1хР„үү- 2Р„,, + TPP... +. 


Е р” !! р"? R + Y 
Pot2 AP, +. Tr 0 


Neni n*en neng 0 
p' + 1 p | p p r 1 
Ро ГНА. 
Ren | (2) + ) 
р"! 1 
Сар ® рү? 
ин) 
В Г =— . Ро | 
р a (7.52) 


5) 排队 顾客 数 的 方差 。 根 据 方差 定义 ， 


一 


ОО = 2 (k-n)?P,-— Ly 


k-n 


-| PP, -| 

p 2 
Hl s Hl 1 ] — _.. 
Тык 
Р ti 
= 00и 2 l -十 De。 1 —- 

И. | 1. Р И Dp `° 

n (1 l п) 
n 


Eh 


1 
И 
ИС 
— - T z о ~ LU 
(-2) 
1+ P- \ 
= Lg | -一 一 -一 一 大队 j, 
1-2. | 
| H 
РС.) = | (25 _ La) |. (7.53) 
6) 顾客 平均 排队 时 间 可 根据 李 大 勒 公式 有 
W р = LA РР __ (7.54) 


. 儿 
Иц ° П! (1 一 г) 
` FL ' 


D 顾客 排队 时 间 方 次， 


роу) = (—— —- 1), (7.55) 
Х.Р, ., 
6) ЛЖАН EJ Ж 
К =^=*^=р, (7.56) 
ш H 
9) 系统 内 顾客 的 平均 数 
Lg=Ly + 0, (7.57) 


例题 7.6 КЇР РЕН РТ ЕЙТ @. Г ИЖ ЖЕН ЖУ 
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来 ， 平 均 每 分 钟 有 0.8 个 旅客 问讯 。 问 讯 时 间 服 从 同一 指数 分 
布 ， 每 次 问讯 平均 2 分 钟 。 求 系统 的 效率 指标 ， 
解 EM: n=2, А- 0.8, ие =0.5, p= 21.6, 


n Е -=0,8< 1, 极限 和 存在. 
我 们 先 求 系统 的 极限 慨 率 . 

Р =| + „Р + © 

? рер 2! Nn1(n- p) ` 
4.09 
2x 0.4 

P = рр, =1.6x0.111=0.178, 


P,=p*/2iP =1.28>x0.111=0.142, 


1 + 1 7-1 


-1 
=|1+1.6+1.28+ | = 0,111, 


р“ 1.6 | 
Ps= .Po= => х0.111=0.11 
З 2.21 0 31 4, 
4 4 
Р 一 P P т= i.6 == 
пө “угуз Х0.111=0.091, 


1) АРХ ЕВЕ 
А=АО=А=0.8, 
2) Яя REEE Ж 
к. А 0.8 
и 0.5 
3) RAMAH НЕ. 
P, +Р,+Р,=0.111+0.178+0.142= 0.431. 
4) 排队 顾客 的 平均 数 
p P, _1,6%х60,111 


ПР, 1: ШИ? 
i ; 6 бух, ~ 2 ЫШ e 
neni 一 2) ox 2>x 0.42 


— 


5) ЖЛЕ 2 E JU 2 
Lg=L) + K =0.71+1,6=2,31. 
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6) 顾客 平均 排队 时 间 


La _ 0.71 
Ув = 2 = = 45 bh 
t А J z 0 .89( ), 


7) 顾客 在 系统 内 平均 位 留 时 间 
Ух = УУ + Dg = 0.89 +2 = 2, 890450), 


$7 多 通道 混合 制 | M | n | n) 


# 208 n( 1) 5 „И Е АА Ж 210165 ЖЛ, 
ЈА, HR2 д АЛАНА АУ ВЕН, ДЁ А НЕН СТАН. 
系统 内 有 了 有 丈 个 位 置 供 顾客 排队 。 当 顾客 到 达 时 ， 系统 满员 ， 即 
服务 员 都 在 忙 着 ，m 个 位 置 满 座 。 顾客 立即 离 去 ， 男 求 服务 ， 

系统 的 状态 用 系统 内 的 顾客 数目 表示 。 本 模型 的 生 、 灭 图 
如 图 7.9 所 未 : 


À 》 À A б. 
~ — т: Snem 
l у пи 4 nu п 


7.9 


图 中 S, —— MERS Pt 部 空 着 ，; 
S ,一 一 有 一 个 服务 员 忙 着 ， 余 者 用 着 ， 


jA 


LE., REWE; 


S, 一 一 所 有 mw 个 服务 员 都 在 为 县 客服 务 ! 
у, 21—79 А5 Pi Bb Дә, 有 一 修 顾 客 排队 ， 


一 一 所 有 服务 员 痢 仁 准 ， 有 7 个 顾客 排队 ; 
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с ЯМ 


= А ия 


Su+* 一 一 所 有 n 个 服务 员 都 忙 着 ,有 m 个 顾客 排队 . 
箭头 线 目 左 回 右 表示 顾客 到 达 流 ， 其 强度 都 是 .箭头 线 自 
右 问 左 表示 服务 流 , 其 强度 等 于 一 个 服务 员 的 强度 k 乘 服务 员 的 
ЖЕ. 
REE KAMEZ кул, RN 
有 
À 


AP, = 1P,, т В, 
р? 
АР, =2uP,, P,=—P,; 
21 
p? 
AP, = 34P,, Ёа = 5-Роз 
АР, =пиР,, Р, = —_Ру; 
р" +! 
АР, = nuP,, ， Рау, = 0} 
ner] 
MP, ,1 = nuP, ;,, УРТЫ, 
АР, n=l — NUP ngns Р, „= паро 
还 有 正则 条 件 : Po Pit eet Р„+ +++ Р„,с==], 
2 п n +1 път ү-1 
АА Р, = TETES 2 +. 2.0 +. + | 
21 и! Nen) n •№ 
n- 1 п+2 я + | 
и 
п.п п? 0} п" эһ 
n Dp р m+ 1 
O P K | 
_ р 
ni(i =) 
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p )" 
从 而 ， P, ,=pP,, Р, = р? /21Р,, Р, = Рэ» 


о". 
Р, =— Р Р = 4P., 
л +] neni 0 ` п 十 | nen] 0 


n ny n’en: 
到 此 ， 系 统 状态 概率 全 数 求 到 。 
现在 求 系统 的 效率 指标 ; 


1) 损失 的 概率 


P 损 二 Ps." 二 -全 | 
ШҮ 


2) 系统 的 相对 通过 能 力 


п +” 


ne 


=1 — Ра =1- E 
Q=1 Hsi neng °" 


3) 系统 的 绝对 通过 能 7 
A=)Q=A 1 и Ро |. 


(7.59) 


_ (7.60) 


(7.61) 


4) 占用 服务 员 的 平均 数 ， 对 损失 制 系统 ,占用 服务 员 的 平 
均 数 等 于 系统 内 顾客 的 平均 数 。 对 等 待 制 系统 ， 占 用 服务 员 的 
平均 数 不 等 于 系统 内 顾客 的 平均 数 。 因 为 后 者 包括 排队 顾客 的 
平均 数 。 我 们 用 K 表示 系统 内 顾客 的 平均 数 ， 占 用 服务 员 的 平 
均 数 记 作 Z 。 在 单位 时 间 内 ， 每 个 被 占用 的 服务 员 服 务必 个 顾 
客 。 在 系统 内 ， 服 务 A 个 顾客 (单位 时 间 内 )。 因 而 平均 占用 最 


务 员 的 数目 : 
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或 Z =0(1—-—- и Ро ). (7.62) 


5) 排队 顾客 的 平均 数 , 即 系统 内 可 能 的 顾客 数 及 其 相应 的 
概率 的 乘积 . 


Г =1хР„,,+2хХР„,, + +mP, ,mn 


пт] п + 
=1х LP, +2х L—P, 
H° n*en] 
asam PS p = p, [i+ 29 
H. eny H, ° nt 


& ===. RAER 8 
Ly =Z p [1 十 2 二 3202 十 十 1 1] 
neni ° 
pt 1 Dp d m р" 1 P d 1 — > mtl 
La = 200.2. 8 一 -上 上 -0 (и 
А nen) 五 之 nen] zi ( 1-2 ) 
_ р" 1Р 1 — (m +1)z" + mz" 
nen) (1 =x)? { 
p m+ L 
ро m+) em (E | 
H 
或 Ly 一 ——— wa. N 
эр, — 一 一 
(E9 


6) 系统 内 顾客 的 平均 数 
于 系 = LI 十 上 服 。 
而 La = Z, 
Д Lg = Lp, +27, 
D 顾客 平均 排队 时 间 。 我 们 作 些 假设 ， 在 系统 的 什 Z 
. 151 ° 


态 下 新 到 顾客 ， 它 将 等 竺 多 少时 间 。 如 果 顾 客 到 达 时 ， 还 有 空 
内 的 服务 员 ， 闫 客 立 即 锌 接受 服务 ， 即 排队 时 间 等 于 零 。 如 果 
顾客 到 达 时 ，2 个 服务 员 神 不 空 ， 但 当时 没有 顾客 排队 ， 则 E 


ЖА, SERS, PHAR- 《因为 "个 服务 员 空 着 的 
强度 为 a4)， 如 果 顾 窜 到 达 时 ，n 个 服务 员 都 不 空 ， 系 统 内 已 经 
有 一 个 顾客 排队 ， 这 时 ， 它 将 平均 等 待 -时 间 (因为 在 它 前 
面 有 一 个 顾客 )。 依 此 类 推 . 如果 顾客 到 达 时 ， 所 有 服务 bi 者 
不 室 ， 且 系统 内 已 经 有 r 个 顾客 排队 ， 它 将 平均 等 待 二- 时间， 


加 果 顾 客 到 达 时 ， 系 统 内 已 经 有 m 个 顾客 排队 , 则 它 立 即 离 去 ， 
另 求 服务 。 因 而 它 的 等 待 时 间 为 零 (不 予 服务 )。 所 以 平均 排队 
时 间 等 于 每 个 顾客 的 排队 时 间 与 其 相应 概率 之 积 。 


1 2 т 
Ув =-- Р+—Р,.,+---+ Р, 
ВА пи ТЕ +1 nu + L 


п at 1 nim—i1 
= |P + 2p P, + -.- + ИР р, | 


ип ° neni ШЕРТ 
п 之 т 1 
= p'P, aa +... p P l 
neniu n n? п"! 
y у у 1 
Ей ЖОЙ АЙЛИН, ЕД А, 
L 
Wh 


把 元 队 代 入 ， 18: | 


pP, 1-(m+ 1)" + т" 


nunl! (1-2)? 

РР [1 m+l) (E) +т (8) | 
=—— в 

nuny (1 -£ ) 
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8) 顾客 在 系统 内 平均 停留 时 间 。 这 和 单 通道 时 一 样 。 两 
者 的 区 别 上 只 在 于 平均 等 竺 时间、 平均 服务 时 间 先 以 相对 通过 能 
力 


Ик = д + —. 


例题 7.7 汽车 加 油 站 上 设 有 两 条 加 油管 。 汽 车 按 最 简单 
流 到 达 每 二 分 钟 到 达 一 辆 ， 汽 车 加 浊 时 加 服从 指数 分 布 ， 平 均 
加 油 时 间 

и: =20 9, 

自动 加 油 站 上 最 多 只 能 停 m = 3 辆 汽车 。 如 果 汽 车 到 来 时 ， 
系统 满员 ， 则 汽车 开 到 别 的 加 油 站 去 。 求 系统 效率 指标 。 

Ж ЕЯ. п=2, m=3, 和 =2, и=0.5, р=4 

1〉 系 统 空 闪 的 概率 


4? 4? 2—2* 
=| 1 十 4 十 一 -十 一 
|1 2 2 1-2 


| 


-1 
"оков, 


2) КЖ 
Рз =Р,,„=Р, = — F 


= 0.512 
3) 相对 通过 能 力 
О=1-Ри=1-0.512=0.488, 
4) 绝对 通过 能 力 
A=\Q=2x0.488=0.976, 
5) 占用 加 油管 的 平均 数 


• 153 ° 


2 .5 71-952 ( 儿 乎 丙 条 加 油管 没有 空 时 


Ну. 
6) 排队 汽车 的 平均 数 


DO ) +т(®) 


"+1 


3 
队 nn (1-2) | 
H 
_ 480.008 1-4х2#+3х2* _ ,18 
2х2 (1— 2)° 


7) AREF IREA B l 
| Wh= = 2-8 „|. 094779). 


8) явы PQ BJ ЇН] | 
Уж= 0-5-0 1.09+0.976=2.07(4} Bb), 


38 多 通道 等 人 和 制 (服务 员 能 力 不 等 ) 


前 面 讨论 的 服务 员 能 力 都 相等 。 本 东 将 讨论 系统 内 服务 员 
能 力 不 相 等 的 情形 . | | 

设 系统 内 有 mw 个 服务 员 。 它 们 的 能 力 分 别 为 ，pi，pa 
hw， 系统 的 总 能 力 


u= > ш, 
i=l 


即 当 所 有 ?个 服务 员 不 停 地 工作 时 ,单位 时 间 内 被 服务 顾客 的 平 

均 数 ， | 
当 系 统 肉 服务员 数目 很 多 时 ， 这 种 模型 很 难 建立 、 我 们 只 

жеп = 2 时 的 模型 。 | | 
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当 顾 客 到 达 系 统 时 ， 系 统 空 着 ， 顾 客 可 以 任意 选择 一 个 服 
务 员 ， 请 求 服 务 。 选 择 的 概率 对 一 号 服务 员 为 :=9; 对 二 号 
服务 员 为 p, =(1- 9)，0<:9g 挟 1， 设 顾客 排 成 一 个 队列 。 一 号 
服务 员 能 力 大 于 二 号 服务 员 ， 4&1 关上 4,， 

现在 我 们 描述 服务 系统 的 工作 ， 

当 g = 二 0， 顾 客 经 常 请 求 二 号 服务 员 服 务 ， 

当 9=0.5， 顾 客 选择 两 个 服务 员 的 机 会 相等 

当 9?=1， 顾 客 经 常 由 1 号 服务 员 服 务 。 НА, Pp 也 可 能 是 其 
它 中 间 值 。 

为 什么 9 二 1 呢 ? 可 以 这 样 理解 ， 有 些 顾客 是 本 系统 的 党 
客 ， 而 还 有 一 些 是 临时 到 来 的 。 

9 =0.5， 一 般 说 ， 不 太 可 能 ， 因 为 谁 都 愿意 请 服务 能 力 大 
的 服务 员 服 务 。 但 是 也 有 -- 些 顾客 在 习惯 上 请 某 个 服务 员 服 务 
本 模型 有 4 个 参数 ，n，41!，k, 和 qq。 服 务 系统 的 效率 指标 ， 
在 9 给 定时 ， 取 决 于 系统 的 负荷 水 平 ; | 


H. H i +u, ° 
Ф a=, WRAL 这 时 ， 生 、 灭 图 如 图 7.10 所 示 。 
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图 中 和 一 顾客 到 达 强 度 ; 
4 一 服务 强度 ， 
S, 一 服务 员 都 闲 着 ; 
So 1 一 系统 内 有 一 个 顾客 ，2 号 服务 员 为 它 服 务 ,1 号 服 
55 1 Й ж; 
S10 一 系统 内 有 一 个 顾客 ，1 号 服务 员 为 它 服 务 ，2 号 
服务 员 亲 着 ; 
Ss 一 系统 内 有 2 个 顾客 ， 
S ,一 系统 内 有 3 个 顾客 ， 
根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 英 可 尔 夫 方程 法 则 
55, [(1-ФфФ)^+ФА]Р„=һР„,+һ,Р.„, 
或 АР„=н;Р,,+ц{Р|,, 
对 Su (A +B, P. = P+O- Ф)АР,, 
对 S10 (^+ )Р\=ц,Р,+ФАР,, 


15, (À + u)P, = ИР, ‚ АР„_,, №220 
+ 
引入 系数 "= 28, 得 
1 


p 1+@ 
Р = # = Р 
ор _ (0+1-~ Фф)Р,, 
10 = гур +@)(+ФРь, 
p? 1+@ 
2 1+2р а [1+ (1 +@а)р- (1 a)y] бэ 


P = P кг + (1+ 0)0 ~ (1-@)>Ф]Р., 
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还 有 正则 条 件 ; Pot Pite +P, tesh 
应 该 注意 ， 系 统 输 入 流 强度 等 于 输出 流 强度 。 其 于 均值 为 


һ=0хР,+н,Р„,+ Р, + > ИР», 


n =. 2 


1+2р а 
(7.64) 
服务 系统 内 顾客 平均 数 ， 
Lg = p(1 + a) 1+(1+@)р-(С1—а@)Ф 


а(1+2ру)у+р(1+С1+@?)р—-С1—@?)ф)у `° 
(7.65) 


$9 多 通道 等 待 制 (性 | M | ©) 


到 此 ， 我 们 所 讨论 的 服务 系统 内 服务 员 的 数量 是 有 限 的 ， 
但 在 实际 生活 中 ， 有 的 服务 系统 内 ， 服 务 员 的 数量 是 不 限 的 ， 
例如 ， 收 看 电视 节目 ， 无 线 电 广播 等 . 

设 顾 客 按 泊 松 流 到 达 服 务 系统 ， 其 强度 为 人 5 服务 时 间 为 
指数 分 布 ， 其 强度 为 k， 系统 状态 的 生 、 灭 图 如 图 7 ,11 所 示 : 


ЕЕ 
пи Kny Da 


т. 11 


图 中 So 一 系统 处 于 空 闪 状态 ， 
S| 一 系统 内 有 一 个 顾客 ， 


° ]57 ° 


S, 一 系统 内 有 n 个 顾客 (0<n 过 oo》 
-RBE ЖИ, 
对 So， ^Р„=нР,, P, =pP j; 


2 
XSi, АР, =2иР,, P, = Pa: 


K Snai АР„_,=пиР„, РТ Pos 


还 有 正则 条 件 ， 之 Pal, 


[| 216177, (7.66) 


或 Р, = 67", п = (), l, ... (7.67) 


系统 内 顾客 数 的 期 望 什 

Lg = р, | 
排队 顾客 的 数目 ，L 了 =0 因而 排队 时 间 也 等 于 零 。 
顾客 在 系统 内 的 平均 停留 时 间 


1 
Ух=-. 
* К 


初 看 ， 这 种 模型 没有 多 大 意义 ,但 当 我 们 分 析 既 有 模型 时 ， 
可 以 用 来 研究 系统 的 转移 过 程 。 例 如 ， 系 统 运 管 之 初 ， 顾 客 数 
目 nC0) 比 服务 员 的 数目 n 少 得 多 。 在 不 长 的 时 间 内 ， 不 是 所 有 
服务 员 都 马上 性 着 ， 这 段 过 程 可 以 看 作 本 系统 。 这 种 过 程 的 正 
确 性 只 适合 于 系统 内 顾客 数 的 概率 小 于 服务 员 数 目 n， 

例题 7.8 中央 电 视 台 希望 知道 ， 星 期 六 上 晚上， 主要 节目 
时 间 ， 收 看 一 频道 节目 的 电视 机 的 平均 数 。 由 历史 资料 发 现 ; 
星期 六 上 晚上， 主要 节目 时 间 ， 开 电视 机 的 数目 服从 泊 松 流 。 平 
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均 每 小 时 有 120000 台 。 上 海地 区 有 三 个 频道 ， 人 们 可 以 随机 选 
看 哪个 频道 。 设 收看 时 间 服 从 指数 分 布 ， ТОНИ 为 1 1.5 
小 时 。 
解 为 了 求 得 收看 二 频道 电视 机 的 平均 数 L 东 , 只 要 求 得 ， 
0 | | 
[р Е 
= 120090 - 40000 
wa 
Ги = 1.5 小 时 ， 
p= № = 40000 < 1.5=60000(6), 
例题 7.9 某 航 运 公司 有 一 个 外 轮 码 头 。 外 轮 按 泊 松 流 到 
Ж. 平均 每 天 有 6 只 船 到 达 . 外 轮 码头 的 名 船 时 间 服 从 指数 分 
布 .平均 每 天 印 2 只 船 。 由 于 外 轮 在 港内 停留 时 间 超 过 一 定期 
限 ， 罚 款 极 重 ， 为 了 避免 排队 印 船 现象 ， 公 司 需 要 配备 多 少 个 
KHH? 2 РБА ЛЕТ 


М EA: A=6, ш=2, p= 了 =3， 


e =e = ().0498, 
6 


= РС>6)=1- 2 P, =1- (1+p+ 2 Т +. эж Je. 
1-19. 412 x0.0498]=0.0333, 
К, ҳавол, SNEER EA 0. 0333, 
如 果 配 备 8 个 装卸 组 , 则 
P(>8)= 0.0036, 
即 这 时 基本 上 消除 了 外 轮 排 队 印 船 现象. 


$10 МН 省 混合 制 (排队 时 间 有 限 ) 
设 单 通道 排队 服务 系统 。 当 顾客 到 达 系 统 时 ， 系 统 内 已 经 
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жил ЕВА. ХЫ, ШЖ с НЕНА. ВХ, 34 
п= 08, 2"=1, 即 没 有 不 附 烦 的 顾客 。 因 为 当时 系统 空闲 着 ， 
顾客 一 到 ， 立 即 被 接受 服务 、 

如 果 顾 客 按 最 简单 流 到 来 ， 其 强度 和 。 上 服务 时 间 服 从 指数 
分 布 ， 其 强度 by。 不 耐烦 的 顾客 从 排队 队列 中 离 去 也 是 服从 最 
简单 流 的 ， 这 种 模型 的 生 、 灭 图 如 图 7.12 所 示 ， 


根据 图 7.12 和 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方 程 的 规则 ， 


对 So， МЕ°Р„=нР,, Р, = во Ро =е°рРь, 


对 S1, Netp, =pPs, P, = 61Р, =е%е1р2Р,, 


对 S,， ^є*Р„=цнР„, Р, =2 Е `Е”Р”Ру, 


Sa-i, AE"! Pai =ИР,, Р, = ее! ...2"-!р"'Р, 

或 Р,=р"е7 # `P, (7.68) 
in JE ХЕЧ Ж. ДАКАР, ДАТА (ос р> 

部 一 样 )。 


还 有 正则 条 件 ， >,Р,=1. 


现在 求 系统 效率 指标 ， 

1) 系统 内 顾客 平均 数 
Ь = у1пР„, 

2) 系统 内 排队 顾客 的 平均 数 
1р, = ~ 1)P,. 
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3) 系统 损失 概率 
因为 1,җ = Lk. +p(1-— Ра), 


所 以 Р» := ] 一 сж. (7.69) 
4) RS ИЕР ОН HJ 352 
п= ж -Lyp =p(1- PH), (7.70) 


例题 7.10 设 某 公用 电话 ， 每 分 钟 平均 有 0.4 个 顾客 到 达 ，。 
平均 通话 时 间 二 = 《分钟 顾客 按 最 简单 流 到 来 ,服务 时 间 服 从 


指数 分 布 。 

通过 观察 : 当 电 话机 前 已 经 有 二 个 人 等 待 打 电话 时 ， 有 大 
于 5% 的 顾客 自动 离 去 ， 成 为 不 耐烦 的 顾客 。 其 概率 为 8。 求 系 
统 的 效率 指标 . 

解 ” 设 系统 内 有 n 个 顾客 时 到 来 的 顾客 需要 等 得 的 平均 时 


Ни. 部 分 顾客 参加 排队 ,其 中 成 为 不 耐烦 顾客 的 概率 e, = 


e-“。 式 中 & 是 不 耐烦 顾客 的 系数 。 在 我 们 的 例子 中 ，n= 3， 
124 
и ; 


gs" z =0.05, 
деле" у, Ме ==, М, e,= 1， 因 为 系统 
处 于 空闲 状态 (= 0) 时， 不 可 能 有 不 耐烦 的 顾客 。 
— 1201пе, = 110.05, 


1 .=1020=3, 


п == | 
пў 120 ns 


а=--. 
4 


ЉАМ, иже, АЖУР Т: 
° 161 ° 


п | €, =€ P. Р, nP (n- 1)Р 
| Р. 
0 1.000 | 1.000 0.266 0.000 0.000 
1 0.368 | 1.600 0.425 0.425 0.090 
2 0.135 0.942 0.251 0.502 0.251 
3 0.050 0.204 0.054 0.162 0.108 
4 0.018 0.015 | 0.004 0.016 0.012 
| 
5 0.007 0.000 | 
6 0.002 0.000 | 
7 0.001 0.000 | 
IH x 3.762 1.000 1.105 0.371 
Р» =3.762. EMU, P = 10.266. 
P 3.762 


Еж = МиР, =1.105; L= У (и ПР, = 0.371, 

?一 工 系 -ГА=1.105-0.371=0.734, 

Pa=1-(1-P,;j)/p=1-CG1-0.266)/1.6=0.541. 

因此 ， 每 分 钟 到 达 0 .4 个 顾客 时 ， 有 0.541x24=13 人 没有 

叫 通 电话 。 耐 烦 的 顾客 有 0.459 x24=11 人 。 每 人 平均 通话 时 
间 为 4 分 钟 时 ， 在 一 小 时 内 ， 共 通话 时 间 为 11 x 4=44 分 钟 。 或 
者 说 ， 在 一 小 时 内 ， 电 话机 平均 有 16 分 钟 是 空 的 。 电 话机 使 用 
个 太 民 ， 因 为 它 的 负荷 只 有 73.4%、 


511 多 通道 等 待 制 (排队 时 间 有 限 )》 


ERAWAN 《>>1)》 个 服务 员 ， 系 统 的 容量 不 受 限 制 ， 当 
顾客 按 最 简单 流 到 达 时 ， 到 达 强 度 \， 如 果 所 有 服务 员 都 不 空 ， 
会 加 排队 。 当 排队 等 竺 一 个 时 间 T 队 后 , 仍 轮 不 到 接受 它 服 务 ， 
顾客 离开 队列 ， 另 求 服务 。 如 果 服 务 时 间 服 从 指数 分 布 ， 其 强 
度 为 L， 参 加 排队 的 顾客 都 有 得 不 到 上 服务 而 离 去 的 可 能 ， 我 们 
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ЕЛ, HIREA A, HHR BABU 4E48 383 УЛИ. 
排队 等 待 的 时 间 都 服从 同 一 指数 分 布 ， 且 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 
服务 时 间 也 都 服从 指数 分 布 , 则 排队 过 程 是 马尔 可 夫 随 机 过 程 ，。 
这 种 模型 的 生 、 灭 图 如 图 7.13 所 示 ， 

= й 26 : = š tu ° ТҮЙ? пи frae 二 DA 


пи + 2А 


图 中 ”So 一 服务 员 都 亲善 ， 
S (一 有 一 个 服务 RE TEGE, 


Sw 一 所 有 服务 员 ме 


а> салаа, 6 有 ?个 顾客 排队 ， 


РА Su 3k Җ 自 左 向 表示 顾客 到 这 流 ， 其 强度 为 М. S 
线 自 右 向 左 表示 服务 流 和 顾客 〈 不 耐烦 的 ) 离 去 流 . WRA n 
个 服务 员 在 工作 ， 则 服务 流 强度 为 xxp， 如 果 有 r 个 顾客 排队 , 则 
不 耐烦 顾客 的 强度 为 rA， 
根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 黄 可 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ， 系 统 
状态 的 极限 概率 为 ， 


À 
H 

P, = 7-Р, 
Аа 
с) 

Р, — 2] Р., 
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Р, = т Ро 
À. n 
Ср) A 
1 pinat À) 9? 
O D o o m 


и] u+ AF 2A) 


Ann 
м 
и (nu + ЛО + 2A32:: ОТУУ 


根据 正则 条 件 
А А ү? Ах" А. Ж 
в (ш) б) Ge) 
P,=11 т 21 И! ni 


nug+A (ngt+A)npt+2A) 


| 
"аш Спит 2A) (пи + FA) + -.. , 


À A 
` P= —, B= -一 ， 
令 


(7.71) 
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从 而 P i= ph, 


p 
Р,= Pas 
P, = P P 
пр °? 

p,, =? _? 

+1 n) п + В 0» 

п 2 

Р =P ВР, 


"и! n+B) + 28) 


РР бр 
"олу (G +B)G+2B)- (пв) `° 
在 此 ， 我 们 指出 本 模型 的 某 些 特点 ， 如 果 排 队长 度 不 受 限 
制 ， 没 有 不 耐心 的 顾客 ， 即 没有 从 排队 队列 中 离 去 的 顾客 ， 则 
极限 状态 概率 ， 在 p<n 时 存在 。 当 p 宇 hn 时 ， 则 相应 的 几何 级 数 
不 收 仇 。 或 #>co 时 ， 排 队 队 列 无 限 延 长 。 反 之 ， 在 系统 内 有 
不 耐心 的 顾客 ， 它 们 迟早 要 离 去 。 当 t~>co 时 ， 极 限 概 率 总 
在 。 因 而 ， 不 耐烦 的 顾客 流 的 强度 与 ob 无关 。 这 一 所 可 在 Р„Ж 
达 式 的 分 母 中 看 到 。 不管 p 和 8 是 任何 正 数 ， 都 能 收敛 ， 
在 有 不 耐烦 顾客 的 排队 模型 中 ， 损 失 概 率 没 有 意义 ， 因 为 
每 一 个 顾客 都 可 以 参加 排队 ， 但 不 一 定 等 到 为 它 服务 为 止 ， 
系统 的 相对 通过 能 力 是 ， 除 从 队列 中 离 去 的 顾客 外 ， 都 将 
得 到 服务 ,因而 需要 计算 从 队列 中 离 去 的 顾客 的 平均 数 ， 为 此 ， 
先 计算 排队 顾客 的 平均 数 
L= 1xP,, +2 ХР. +++ ГР... + 


在 排队 的 顾客 中 ， 有 一 部 分 是 不 耐烦 的 顾客 ， 它 们 在 被 接 
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受 服 务 之 前 就 离 去 了 。 设 不 耐烦 顾客 离开 队列 的 强度 为 4。 所 
以 在 单位 时 间 内 ， 在 工人 中 ， 没 有 得 到 服务 就 离 去 的 顾客 的 F 
坷 数 为 AL 队 。 因 而 在 单位 时 间 内 被 服务 的 顾客 数 为 

А =A- АГ, (7.72) 
式 中 入 一 单位 时 间 内 ， 到 达 顾 和 客 的 平均 数 ， 

AZ 了 一 单位 时 间 内 ， 等 不 到 服务 就 离 去 的 顾客 的 平均 
Ж. 

因为 本 系统 是 无 限 排队 的 ， 所 以 除 不 耐烦 的 顾客 外 ， 都 将 

得 到 服务 ， 


系统 的 相对 通过 能 力 
_ А А- Др _,_ АГ 
= = — ==. (7.73) 
占用 服务 员 的 平均 数 
K= A. МАМА рва, (7.74) 
и u 
а L _p_ K 
或 | ДА 6 8 * (7.75) 
式 中 KK 可 按 下 式 确定 ， 


К=0хР,+1хР,+2хР, +... 
+1 1—‹(Р„+Р,+...-+Р„_,)] 
=Р,+2Р,„+.++п[1-(Р„+Р,+ 9 +P, _,)1. 
ТУЯ Ж, 我们 不 准备 推导 排队 顾客 的 平均 数 的 计算 
公式 ， | 
УМЕ, AU rB ОВЕ А АЯП ДЗ THE А 
不 同 。 前 面 的 公式 中 的 各 项 组 成 几何 级 数 ， 而 本 模型 中 ， 不 是 
级 数 。 因此， 它们 的 和 只 能 用 近似 的 方法 获得 。 还 可 看 到 ， 随 
在 公式 中 项 数 的 增加 ， 其 值 很 快 减少 。 因 此 ， 作 为 近似 值 ， 只 
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ERC- 1) 项 就 有 足够 的 精度 。 后面 的 各 项 可 用 下 列 方 法 表示 
近似 ， 


р" — —  — 
ny (n + B) (n + 297: “(п + rB) 


р" | 
"и а тү (+ (r+ DAI r |< 


р" pr"! ... 
AES В. В ñ B.+.2B-... (r+ 1)B + | 
НА 


(в). 
28, 
1 
А 4 
因此 ， 上 式 小 于 б) „у 


á 
最 后 注意 到 ， 当 A->0， 即 B8->0 时 ， 则 在 ?之 n 时 , ЛА 
左 客 变 成 耐心 等 待 的 顾客 . 


$12 单 通道 闭合 式 系统 


前 面 讨论 的 模型 ， 顾 客 来 自 服务 系统 外 部 。 顾 客 到 达 强 度 
与 系统 状态 无 关 。 现 在 我 们 讨论 另 一 种 模型 ， 顾 客 到 达 流 的 强 
度 依赖 于 系统 本 身 的 状态 ， 即 封闭 式 排队 系统 ,用 图 7,14 表 示 ， 


排队 sa £ 
OOGG Q 


7.14 . 
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例如 有 一 个 工人 看 管 n 台 机 床 ， 其 中 有 @ 人 台 发 生 故 障 ， 需 要 
修理 。 显然 ， 有 人- @) 合 机 床 正在 工作 。 如 果 每 台 机 床 发 生 故 
障 的 强度 为 入, 则 (Cn 2) 人 台 栅 床 故障 流 的 强度 为 AQ)。 皇 修 
理 一 全 机 床 的 平均 时 间 为 

1 


8-1. 
и 


AP /一 服务 强度 。 

当 机 床 发 生 故 障 时 ， 工 人 正在 修理 别 的 机 床 ， 则 排队 等 待 
修理 。 求 系统 的 极限 状态 概率 和 效率 指标 。 = 

D 工人 闲 着 无 事 的 概率 

2) 显 客 排队 的 概率 ; 

3) 排队 顾客 的 平均 数 。 

本 模型 中 的 顾客 是 机 床 ， 系 统 内 的 机 床 数 目 是 确定 的 ， 其 
中 一 部 分 机 床 在 修理 ， 另 一 部 分 在 工作 ， 这 两 部 分 机 床 的 数量 
取决 于 系统 的 状态 。 封 闭 式 排队 模型 的 特点 是 湾 在 的 顾客 数 是 
有 限 的 。 系 统 的 生 、 灭 图 如 图 7 .15 所 示 ， 


Cn A par (п- 22. А 
- 
u 


7.15 


图 中 ，S, 一 工人 闲 着 ， 所 有 机 床 都 工作 着 ， 

Si 一 有 一 人 台 机 上 康 发 生 故 障 ， 工 人 正 加 以 排除 ; 

:一 有 两 合 机 床 发 生 故 障 , 工 人 忙 着 ,有 一 台 排 队 等 待 修 
理 ; 


$s 一 有 n 台 机 床 发 生 故 障 ， 其 中 一 台 正 在 修理 ,其 余 机 床 
排队 ， 等 得 修理 。 
改变 系统 状态 的 事件 流 用 箭头 线 表 示 。 系 统 状态 自 S,->S， 
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表示 正在 工作 的 所 有 机 床 转移 到 有 一 台 机 床 发 生 故障 状态 ， 其 
Б Ји, BS —>S,, ##HS AEREAS, AAN- 1) 
台 机 床 在 正常 工作 ， 故 发 生 故 障 的 强度 为 (8- 1)X， 如 此 等 等 . 
БЭК ЖА Н Ят] 236706900, АЗАА ЛЕН Ж ЖУА КААК БИ 
率 为 


1 u 0 9 
пи — ТА? 
р! 
ип 1)(n— 2)? 
р, == DETA p, 


-PMZ Dn 221.1, 
u” 


还 有 正则 条 件 ， 2, р; = 1, 


A 
令 Ри 


则 р=[1+пр+п(п—1)р% ++. +п(п— 1)... 1077! 


=| Z | , (7.76) 
Аш р, =прр,, р,=п(п—1)р?р,,-—, 
р, = иби – 1) 1e"Pi =ni pP. (7.77) 
至 此 ， 极 限 概率 全 部 求 到 . 
封闭 式 系统 的 效率 指标 与 前 面 讨论 的 服务 系统 有 所 不 间 . 
系统 的 绝对 通过 能 力 ， 在 单位 时 间 内 ， 工 人 修复 机 康 的 平 
均 数 ， 为 此 ， 先 计算 修理 概率 ， 设 工人 闲 着 的 概率 为 pu， 则 修 
理 的 概率 为 | 
р=1—р%, (7.78) 


Pn 


Ü е 
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当 工 人 不 停 地 工作 时 ， 单 位 时 间 内 ， 能 修好 4 合 机 床 ， 因 
而 ， 系 统 的 绝对 通过 能 力 为 
А =(1-ро)в= рь, (7.79) 
系统 的 相对 通过 能 力 ，@= 1, 因为 有 故障 的 机 床 迟 早 会 得 
到 修理 。 
现在 计算 出 故障 机 床 的 平均 数 。 记 作 ow 。 
© =] XP, +2 хр. +... + пр,. 
这 样 计算 很 不 方便 。 我 们 用 另 一 种 方法 计算 ， 
每 台 工 作 着 的 机 床 出 故障 的 强度 为 ,在 系统 内 工作 着 的 机 
床 的 平均 数 为 (2 - @ )。 因 而 出 故障 机 床 的 平均 数 为 
An- oO )。 这 些 机 床 都 需要 工人 修理 . 即 
А. =(п- @ )\, (7.80) 
怎样 考虑 排队 等 待 修理 的 机 床 的 平均 数 呢 ? 需要 修理 的 机 
床 即 系统 内 的 顾客 数 ， 包 括 排队 等 待 修理 的 和 正在 修理 的 。 设 
工人 工作 时 ， 被 修理 的 机 床 数 为 1 工人 闲 着 时 ,被 修理 的 机 床 
数 为 0; 正在 被 修理 的 机 床 的 平均 数 等 于 工人 忙 着 的 概率 1 - po; 
排队 等 待 修 理 的 机 床 平均 数 等 于 需要 修理 的 平均 数 @ 中 减 去 正 
在 修理 的 部 分 。 即 


у= а -(1-ру)=п- 12 


Ро 
17 Ро Cpa) 
D | Во 
_ 1 
或 =н (01-050(1+2), (7.81) 


即 为 等 待 修理 机 器 的 平均 数 . 
现在 我 们 用 另 法 求 工 队 ， 
对 生 、 灭 图 中 的 5; 我 们 有 
(n —=i)ÀApi=bPizi i=0, 1, +з, п, (>) 
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о 


而 БА = > (1 — Пр, = > пр, 一 > Ps = > np, 
n= | л] п: 1 


п = 1 


— (1—po2. 


或 > пр, = ЦА + (1-р), 


я = ] 


WERNA C) RA, Ні= 0 9и, 
Вр (и 一 DN > pi =u > Pisis 


п\ > р; – А > ір; = u D Pii . 
{й, BẸ ИА, — ACLA + (1- p.) = Ро. 


由 此 得 Lh =n- У-ро), 
或 Ly=n- (~-p (1+5). 


我 们 知道 了 发 生 故 障 机 床 的 平均 数 % 和 单位 时 间 内 机 床 的 
生产 能 力 1， 就 可 以 估计 单 位 时 间 内 ， 机 床 出 故 障 而 损失 的 能 
+ | 

L= @ l, (7.82) 

例题 7.11 TARERE, FAIRE EH 17h 

时 平均 出 两 次 故障 .工人 排除 故障 每 次 平均 10 分 钟 。 试 求 工人 愤 

着 的 概率 、 工 人 的 能 力 、 出 故障 机 床 的 平均 数 和 机 床 因 出 故障 而 
损失 的 能 力 。 | 


解 。 据 题 意 ， п=3, A=2, и=6 “p= 二 
先 求 工人 闲 着 的 概率 p。， | 
рь = [1 +по+и(и ~ 1)р? +п(п— 1)(и- 2)р? 17! 
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|- 1 
+3 +3x2X2;+3X2x12] = 0.346. 


所 以 工人 忙 着 的 概率 p 占 =1-Dp=1-0.346=0.654。 
现在 求 工人 能 力 4， 即 每 小 时 修理 机 床 的 平均 数 
上 一 JpD 占 =6X0.654=3.94( 台 )》， 


出 故障 机 床 的 平均 数 =sn-P =g- LESIOA, 


9 
机 床 因 故障 而 损失 的 能 力 ， 取 决 于 故障 这 


即 2 1.04.0. 347, 
机 床 因 故障 而 损失 的 生产 能 力 达 35%%， 


$13 ”多 通道 闭合 式 排队 系统 


设 有 六 个 工人 看 管 2% 台 机 床 (? > 了 )。 系 统 可 能 状态 有 ， 
5, НУ ЖАРЕ ТЕ, LAWS, 

S, 一 有 一 人 台 机 床 发 生 故 障 ， 有 一 个 工人 修理 机 床 ， 

5 WG IRR EP, 有 两 个 工人 修理 机 床 ， 


этак ЕН, MATLA REE HLK, 
S, SAURA RENE, НВ ee BB, A- т) HEE, 


等 等 修理 
系统 状态 的 生 、 灭 图 如 下 图 所 示 ， 


А 
ти Bg 
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根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ,我 们 有 


p =n p 
1 t 0 
и(и – 1) 
P: = l Po > 
ибп — 1) (n — 2) 
8 = —— 1.2.3 22 (.- =) Ву» 


о ев фе фр s. 


кшт -u 一 一 一 一 一 


ECEE ... [Р 
пп — 1) e mn- тә (^ 


06и – 1)(0- 2).: тст (Y po, 


Panpi — 1.2. Ze nmm u’ Pos 
и(и ~ 1)--(п-т—1)/% "+2 
Ри: = TOT “m mD (À) Pis 
_ тт-1)--1__ AY 
Pr = 1*2* Bud m (т) pa. 
根据 正则 条 件 ， 
160-1) 
== _. — +++ 
Ро ККЕ т Je? (2) 
тис 10-00 m tD (Ау + 
1•2• -mM u 
— ... 一 m+ 1 
NR DR) (*) +... 
1*2* "+, ° Ш 


H 
д; ИН (A | i 
12e. m. m” т Т ° 


用 р КЛЕЯ, 得 


р, aJi” o+ 191) бе + 
11 21 
пси Dn mi) + 
т | 
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4 160 ~ n ~ 1) 有一 т) р"... 
Р, * T 


—_ ру... -1 
+ 2 са . (7.83) 
түт 
„п 
+ P: Ро, 
n(n — 
n 1). p2p,, 
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р, = мезо 2) оз р, 


— 一 0) n 一 十 т 
nm-an?) (n-m D prp ， 


т! т 
_ n(n- п— 1)(n—2):: (n — т) p”+! 

Dmg 一 -一 、 mI т Pos 
DIC PD ?- 1) о" +? 

Dm+ 2 = м m? 0> 

p= n(n- Dn- 2) р"р,, С7.84) 

ті т 
现在 求 占用 工人 的 平均 数 ， 
В =хр„+1хр‚+2хр„+ 
+ ТР, + Da, í ++ р„) 

рі р» + + (т pn tm(l~ р-р; 
Вы). 


名 也 可 以 用 单位 时 间 内 ， 工人 修理 的 机 床 的 平均 数 表 达 ， 


即 
A= En 或 k-i, (7.85) 
出 故障 机 床 的 平均 数 为 
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кв (7.86) 
А, p ° 
例题 7.12 W AT K OB 276 FELIK, ЖШС E Ж Bë SL 

的 。 平 均 每 工作 1 小 时 发 生 两 次 。 工 人 排除 一 次 故 障 平均 10 分 


钟 。 求 系统 效率 指标 。 
解 Еж: n=6, m=2, А=2, и=6 nosz, 
工人 空闲 的 概率 


n h(Hñ— 1) , 
— 十 —— 十 一 一 -一 一 一 一 十 soa 
Ро 1 17° I p 
_. -1 
4 n(n PAT DTL pr 
тү m’ 
1 6х5 1 6х5х4 ] 
一 十 一 一 ~ - 2х2 
= |1465 E 2 32 1х2х2 3? 


6x5x4x3 1, 6x5x4x3x2 1 
1х2х2° 31 1х2х2х28 35 


6x5x4x3x2x1 | =0.153。 
1х2х9* 38 
s. p= 7 2-х0.158= 0.306, 
卢 用 工人 的 平均 数 为 
Е =1хр, +2(1-р,-р.)=1х0. 153+241- 0.153 
— 0.306) = 1.235, 
系统 的 绝对 通过 能 力 为 | 
A= kp=1.235x6=7.4 6). 
发 生 故 障 机 床 的 平均 数 


一 А 7.41 - 
0 =n- —=6- ———=2,295(8). 
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$14 一 -个 可 菲 性 问题 


设 技 术 装 置 由 一 个 元 件 4, 组成。 元 件 出 故障 的 强度 为 入， 
发 生 的 故障 流 是 最 简单 流 。 有 故障 的 技术 装置 ， 立 即 修理 。 修 
理 时 间 服 从 指数 分 布 ,其 强度 为 4。 储 备 元 件数 量 无 限 。 求 系统 
的 可 靠 性 9Ct)， 即 在 t 时 刻 系统 处 正常 工作 的 概率 ;可 靠 性 的 极 
限 值 P, 即 离开 开始 工作 时 刻 足够 长 的 任意 时 刻 的 概率 ， 到 一 定 
时 刻 系 统一 直 正 常 工作 的 概率 。 

系统 有 两 种 可 能 状态 ， 

So 一 系统 正常 工作 ， 

S ,一 系统 在 修理 、 

系统 状态 转移 图 和 图 TD 一 样 ， 

由 图 可 见 ， 它 正 是 单 通道 损失 制服 务 系统 。 


À -И ны) 
因此 ， p (2) = ҮЕ Аи s 
pG = 1-Dp Ct) =; r a= ee, 
系统 的 可 靠 性 | 
À - (+u): 
p(t)= p (t)= wam ти А (7.87) 


当 > оо, p(t)—pD, р = zi. 


即 极限 概率 等 于 修理 强度 4 和 系统 修理 与 出 故障 强度 之 和 
(+) ШЙ. 

现在 求 了 (t) 一 到 时 刻 t 之 前 ， 系 统 没有 发 生 故障 的 概率 ， 
即 系统 没有 修理 过 或 系统 状态 转移 图 如 图 (7.1)， 但 图 中 没有 
服务 过 程 的 箭头 线 。 
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dp Ct ~ 
PD 一 入 Po， 


d 
从 而 pG) = eu, 
因此 ， p (1)= eu, (7.88) 


例题 7.13 技术 装置 S$ 由 nn 个 元 件 组 成 。 每 个 元 件 发 生 的 故 
障 流 为 最 简单 流 ,其 强度 为 人 ,任何 元 件 发 生 故 障 立 即 进行 修理 . 
修理 强度 为 上 ,修理 时 间 服 从 指数 分 布 。 求 : 

系统 可 靠 性 p(t)， 

ЖЛЕ Н] ҖЕ ТЕР; 

RARA Z B 2 8 Ш ЖШН р (т). 

Я 系统 的 可 能 状态 : 

So 一 正常 工作 ， 

S ,一 排除 一 个 元 件 的 故障 (由 于 流 的 无 后 效 性 ， 同 时 发 生 
二 个 以 上 元 件 出 故障 的 概率 可 以 忽略 )， 

系统 状态 转移 图 和 图 CD 相同 ， 但 到 达 流 的 强度 为 BA ， 


u nÀ —(пА+ц}# 
{у= - те 
p(t) ИЛИ ПАТИ ° 
ЕЁ 
р ИА, + ш? 
pase”, 


例题 7.14 技术 装置 5 由 n 个 元 件 组 成 ， 每 个 元 件 发 生 的 故 
障 流 服从 最 简单 流 ， 其 强度 为 。 发 生 故 障 的 元 件 立即 修理 ,其 
余 元 件 继续 工作 。 修 理 时 间 服 从 指数 分 布 ， 其 强度 为 

求 ，pCt)，p， 正 常 工作 元 件 的 平均 数 。( 当 to0)， 

本 题 的 系统 可 能 状态 、 状 态 转移 图 和 多 通道 闭合 式 系统 完 
全 一 样 ， 

为 了 求 P(t)， 给 出 初始 条 件 ; 
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t=0; р„=1; Рр, =р, =‘: =р, = 0, 
АА Еф $ 13 求 得 。 
мии À ОН. 

当 m пт ону, 


n n(n —1)--(пһ—т+1) , 
== + __.. 十 ... + А 
р, Ë 4, т р 
— 13... -1 
пт 1) 1р | 
A) 


== 1 
=[1+cip+ +cp + +сур"] = ———. 
- Р ? (1+p) 


(7.89) 
我 们 要 求 的 极限 概率 p 就 是 p。 (系统 可 靠 性 )， 
正常 工作 元 件 的 平均 数 等 于 元 件数 4 乘 每 个 元 件 正常 工 


作 的 概率 。 在 极限 状态 下 ， 每 个 元 件 正常 工作 的 概率 为 T 
从 而 
| Е, (7.90) 


本 节 讨 论 的 可 靠 性 问题 和 排队 论 完全 一 致 ， 但 必须 满足 马 
尔 可 天 随机 过 程 。 


915 ”服务员 之 间 相 互 帮助 的 服务 系统 


到 此 ， 我 们 讨论 的 排队 模型 是 一 个 服务 员 服务 一 个 磊 客 ， 
而 得 不 到 至 朵 看 的 服务 员 的 帮助 。 

现实 生活 中 经 常 有 这 样 的 排队 模型 ， 一 个 顾客 同时 由 儿 个 
服务 员 服务 。 例 如 ， 一 台 出 故障 的 机 床 同 时 有 两 个 工人 修理 . 
这 种 服务 员 间 相互 帮助 的 服务 系统 不 仅 在 闭合 式 系 统 中 有 ， 在 
非 闭 合式 系统 中 也 存在 。 讨 论 本 模型 必须 考虑 两 个 因素 ， 
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1) ЕЛКЕ А-Л В, УЗЫ ВІ Ж 
少 ， 

2) 相互 帮助 的 原则 是 什么 ? 即 什 么 时 候 ， 用 多 少 服 务 员 为 
一 个 顾客 服务 . 

先 讨论 第 一 个 问题 ， 若 k 个 服务 员 同 时 为 一 个 顾客 服务 , 服 
务 强度 随 着 R 的 增多 而 不 会 减弱 ， 妈 个 服务 员 的 工作 强度 是 非 
ев, Muk) 表示 。4CR》 的 可 能 形式 如 下 图 所 示 ， 


иск) 


0) КІ: 


7.17 


BR УМО УИ —— 4 ЖЖ ДК 25-ДЕ RRE., HR 3 am 
度 不 是 以 直 成 比例 加 强 的 ， 或 者 说 ， 有 一 个 临界 的 数目 ， 超 过 
它 ， 服 务 强 度 不 再 增 大 。 因 而 研究 本 模型 时 ， 首 先 需 要 给 出 函 
RUCA), 

最 简单 的 情况 ， 当 有 <R 临 时 ，4CR) 随 着 R 的 增 大 而 正比 例 
_ Эд, [НЩ Ару, KO ЮЖ. ЕЕ ТГ =н, ШЖ. 
服务 员 总 共有 ?个 ， 而 相互 帮助 的 服务 员 不 能 超过 R 临 。 即 

<В, (7.91) 

式 中 AR 临 一 临界 服务 员 数 目 。 

这 时 ， 服 务 强度 与 服务 员 的 数目 正好 成 正比 

现在 讨论 第 二 个 问题 :互相 帮助 的 原则 。 最 简单 的 情况 是 ， 
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当 顾 客 到 来 时 ， 所 有 服务 员 为 它 服 务 。 服 务 完毕 后 ， 大 家 再 给 
另 一 个 顾客 服务 。 显 然 ， 这 成 了 单 通 道 服务 系统 。 这 样 就 有 较 
大 的 服务 强度 。 从 而 发 生 了 问题 ， 服 务 员 之 间 互 相 帮 助 是 否 有 
利 ? 回答 这 个 问题 应 根据 ， 顾 客 到 达 强 度 ， 函 数 KCR7 的 形式 、 
排队 系统 的 类 型 〈 等 待 制 或 损失 制 )、 以 及 选用 什么 样 的 效率 指 
标 等 条 件 。 

例题 7.15 有 三 个 服务 员 的 损失 制 系统 。 每 分 钟 平均 有 4 
个 顾客 到 达 ， 即 入 =4， 讲 数 LCR) =ku, 试问 ， 从 系统 通过 能 力 
的 角度 看 ， 服 务 员 之 间 互 相 帮 助 是 否 有 利 ? 从 顾客 在 系统 内 堡 
ЁН] BJ 8 ЖЕТОН F? 

解 (a) 服务 员 之 间 互 不 帮忙 本题 为 多 通道 损失 制 系统 。 

] 


一 А, 一 . =. = 2, 
ъ= 8, $ р 0.5 
À р 
p=- 2, 现在 求 服务 员 空 间 着 的 概率 
р? ЩЕ | 人 | 
Do Ë p X 31 2 3 0.158 
0 - 2° x0.158 =0 
= 5 —.-— М | — | 
损失 概率 Din = D; 5р 0% DT 15 21. 
系统 相对 通过 能 力 
О=1-ры =0.79, 
系统 绝对 通过 能 力 


А =^О=4х0.79 =3.16. 
И: Ж Ж АРЕ Т НЇН, Е РВК НИИ 38 
ЖЕЙИН, PB. 
эж=(1—рҗ) 1 服 =0.79x0.5=0.395( 分 钟 )， 
不 应 该 忘记 ， 这 是 对 所 有 顾客 的 平均 停留 时 间 而 育 ， 了 包括 
服务 的 顾客 和 没有 被 服务 的 顾客 。 而 我 们 只 对 征服 务 的 顾客 感 
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и лы `a 


一 一 和 


i Жым. шины “== 


兴趣 ， 这 时 ， 
w. +t 服 二 0,5( 分 钟 》， 
(о) ”服务 员 之 间 互 助 帮 НН]: n" =1 СН), А-4, 


u` =Зи=6, р — K... 
É 
1 3 2 3 
D = — -z === Pi =— X — = -—$ 
1 р 2. D 3 5 5 
3 
рай ~P: =; О=1-ри= 5 =0 6; 


А =4х0.6=2.4. 


1 2 у 
wW < — -一 -一 = —— <6=0,0667 e 


1 
М =-—=0.167 (分 )， 
JR зд 0 (分 ) 


以 上 计算 表明 ， 服 务 员 之 间 互 相 帮 助 ， 使 系统 的 通过 能 力 
明显 减 小 。 这 是 因为 损失 概率 增加 的 缘故 。 当 所 有 服务 员 为 一 
个 顾客 服务 时 ， 后 到 的 顾客 ， 得 不 到 服务 而 离 去 ， 但 ， 顾 客 在 
系统 内 的 停留 时 间 还 是 减少 了 了。 因此， 本 模型 适应 于 减少 顾客 
在 系统 内 的 停留 时 间 和 系统 ， 例 如 ， 对 顾客 有 危险 的 系统 ， 采 
用 服务 员 之 间 互 相 帮 助 是 有 利 的 。 

现在 我 们 来 研究 等 待 制 系统 的 情况 。 例 如 ,无 限 排 队 系 统 。 
服务 员 之 间 互 相 帮 助 不 会 影响 系统 的 通过 能 力 ， 因 为 在 任何 情 
况 下 ， 顾 客 都 可 以 得 到 服务 ， 现 它 将 影响 等 竺 特征， 平均 排 队 
长 度 ， 平 均等 竺 时间， 平均 停留 时 间 等 。 

例题 7.16 系统 内 配 有 三 个 服务 员 ， 顾 客 到 达 强 度 和 = 4, 
服务 强度 &=2， 服 务 函 数 4CR) = Rh。(R 临 二 3)。 试 问 在 下 列 效 
жи ЕН 

解 (a) 服务 员 之 间 互 不 帮助 ,这 样本 题 为 多 通道 等 待 制 系 


° 181 ° 


5: n=3, А= 4, ш=2, 


À 
Р п 3 
p =[1+ P L G 0” °] 
i 11 21 3 4. 


2 3 4 _ 1 
2 3х2 3x2x]1 9 
"n+l 2х g 
neni (1 =E ) 3X 3X2X =; 
入 1 0 А 9 


м = мд + Ёр = 0.222+ 0.5 =0.722, 
(b) 服务 员 之 间 相 互 帮助 。 这 时 ,本题 为 单 通道 排队 服务 
ЖЖ: И" = 1, À = À, ш" =3#=6, 


e А, 
D =— =, 
и 
2. 
(p*)° 2) 
Г, == 4 ОА 
队 1 p” — | == 71.33. 
L 
w 队 = 从， 1.89 =0.333 
1 


W&= WI + Ун =0.555+-—=0.5, 


上 述 计算 表明 ， 排 队 顾 客 的 平均 数 和 顾客 平均 排队 时 间 ， 
在 相互 帮助 系统 中 较 大 ,而 顾客 在 系统 内 的 平均 停留 时 间 较 少 ， 
因此 ， 根 据 顾客 平均 等 待 时 间 采 用 服务 员 之 间 互 相 帮 助 是 不 利 
的 。 如 果 我 们 改变 服务 原则 ， 例 如 ， 如 果 所 有 服务 员 都 正在 为 
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一 个 顾客 服务 时 ， 新 来 一 个 顾客 ， 这 时 应 立即 分 出 一 部 分 服务 
员 为 新 到 的 顾客 服务 .问题 在 于 当 有 新 顾客 到 达 时 ,应 抽出 多 少 
服务 员 为 它 服务 。 显 然 ， 它 取决 于 函数 愉 R8)， 如 果 函 数 是 线性 
的 ， 且 A 临 六 8&， 则 随意 抽 多 少 服 务 员 都 一 样 ， 如 果 扩 AR) 是 非 线 
性 的 ， 则 抽出 来 的 服务 员 与 留 下 来 的 服务 员 以 均衡 为 好 , 

下 面 我 们 讨论 多 通道 服务 系统 ， 采 用 上 述 服务 原则 时 的 情 
况 。 

在 损失 制 系统 里 ， 系 统 的 可 能 状态 有 : 

5 一 系统 空闲 着 

3 一 所 有 服务 员 为 一 个 顾客 服务 ; 

3 一 所 有 服务 员 为 两 个 顾客 服务 ; 


3 一 及 有 服务 илетин 务 ， 


3, 一 所 有 服务 员 为 n 个 顾客 服 2. 
系统 状态 转移 图 如 下 : 


д 1 1 
45 Е] 
пи пц пц 


мия < 21818, в" =n4， 排 队长 度 限制 在 (n ~ 1) 


В, 系统 效 这 指标 可 以 用 本 章 $ 4 相应 的 计算 公式 ， 
mo = 2 йо" ==. 
A үт 入 
_ | па) nu) 
l À Г» 
і ( ш / 
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一 人 Cy， 
例题 7.17 某 三 通道 损失 制 系统 ， 和 =4，4CR)=Rk。 试 比 
较 4、@ 和 占用 通道 的 平均 数 ， 
#(а> 服务 员 之 间 互 不 帮忙: 
0=0.79. А=З 16, + =1.58. 


Со) 按 本 市 服务 原则 帮助 ; 


入 2 1— (0) 
P= и 3 Q 1—4 0.887, 
А=40=3.51, k = 3.51 --1.76, 


2 

上 述 计算 表明 ， 采 用 本 节 提 出 的 原则 ， 展 开 服 务 员 之 间 的 
互助 ， 能 够 提高 系统 通过 能 力 。 当 然 ， 占 用 通道 的 平均 数 也 有 
所 增加 。 

在 等 待 制 系统 内 ， 排 队 最 多 的 顾客 数 训 ， 服 务 之 间接 本 于 
提 的 原则 展开 互助 。 且 RCR) = RU。 

系统 可 能 状态 有 ; 

530 一 系统 空间 者 ; 

S$ 一 所 有 服务 员 为 一 个 顾客 服务 ， 

S, 一 所 有 服务 员 为 两 个 顾客 服务 ， 


НИИ жи 客服 务 


5, 一 所 有 nn 个 服务 员 为 n 个 顾客 服务 ， 
Sw+1 一 h 个 服务 员 为 hn 个 顾客 服务 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 
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Saen ПУД 5 чп 68625, жт ШШ НЕА. 
系统 状态 转移 图 如 下 ; 
` 一 人 Ин ` ne <... Sarm 
[7.29 


由 生 、 灭 图 可 见 ， 它 是 单 通道 混合 制 系统 。 它 的 服务 强度 
ш" =пр, ЕК п+т-1, ЖЖ, 


А=^О. 
例题 7.18 ЖЖ ЕЕ, НАКЁт=2. 试用 不 同 的 
服务 方式 计算 比较 系统 相对 和 绝对 通过 能 力 ， 
解 (a) 服务 员 之 间 互 不 帮助 。 由 例题 (7.15) 34 
0=0.79, А=3.16, 
(b 用 本 节 提 的 互助 原则 ，H= 3， 入 = 4， 


pk 20 2， 全 = 2, 
2 
1- (5) 1- (3) 57 


А =^ЛО=4х0,38:=3.52. 
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ВН] РАТТЫН КЁ, КОРЕ НН), F ЕЙ ЕГ) 
等 。 计 算 结 果 将 会 发 现 ， 来 用 这 种 互助 方式 ， 系 统 的 效率 指标 
和 我 们 的 愿望 是 一 致 的 ,当然 ,也 不 是 对 所 有 排队 系统 都 一 样 。 
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现实 生活 中 ， 可 能 迁 到 这 样 的 情况 : 顾客 被 接受 服务 后 ， 
服务 的 结果 是 错误 的 。 例 如 ， 旅 客 在 问讯 处 ， 有 时 得 不 到 正确 
的 回答 。 电 话 总 机 接 错 线路 每 。 当 然 ， 这 不 是 说 ， 服 务 的 结果 
都 是 错 的 ， 而 上 只 是 说 ， 服 务 的 正确 性 有 一 定 的 概率 p 志 1， 

有 差错 的 服务 系统 ， 如 果 不 是 闭合 式 系 统 ， 对 顾客 流 ， 没 
有 什么 影响 。 因 为 顾客 的 来 源 如 此 之 大 ， 很 少 的 差错 影响 不 了 
流 的 强度 。 但 对 系统 的 相对 通过 能 力 说 ， 减 少 P<1, 这 里 的 Pp 十 
无 大 错 服务 的 概率 ， 相 应 的 ， 系 统 的 绝对 通过 能 力也 降低 Pp 售 ，。 
对 这 种 系统 的 其 它 效 率 指标 ， 例 如 ， 顾 客 平均 等 待 时 间 ， 排 队 
长 度 等 ， 也 没有 什么 影响 。 但 对 闭合 式 系 统 ， 那 就 不 一 样 了 ， 
Я ЖИ, НЯНЕЙ, НЕА, ERREA, д, 
НИТ Я ЗЕ Tuta, 

ЕН СТАЛИ. аА ИВАНА. 
如 果 工 人 在 看 管 中 有 时 发 生 差错 。 设 一 台 工 作 着 的 机 床 发 生 故 
障 的 强度 为， 排除 一 人 台 机 床 的 故 芥 ， 平 均 需 要 时 间 为 # g = 


;排除 故障 的 机 床 立即 能 生产 的 概率 为 p， 显然， 1 一 p) 表 


示 栅 床 虽然 经 过 修理 ， 但 仍 不 能 生产 的 概率 ， 或 者 说 修理 没有 
成 功 的 概率 .该 台 机 床 重 新 排队 ， 等 待 工人 重新 修理 如 有 果 重 新 
修理 时 间 和 原先 的 分 布 一 样 ， 试 求 状态 极限 概率 。 

RRE, КНУ: 
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(п.- DAN- (n-k)à А 
— 5; | ss, | 
| pH pu ри 一 


RHP, 5, КЕЛ Е; 

S ,一 有 一 台 宙 床 发 全 故障， - 

S$, 一 有 两 台 机 床 发 生 故 障 ， 其 中 一 台 在 修理 ,为 一 人 台 在 
排队 ， 等 待 修理 ; 


Si 一 有 R 人 台 机 床 发 生 履 障 ， 其 中 (=- 1) 合 在 排队 ， 等 待 
修理 ， 


5$, 一 所 有 14 全 机床 都 发 生 故 障 ， 其 中 有 (Ga - 1) RAIRE 
А, FREH, 
图 中 ， 箭 头 线 自 右 回 左 表 示 工 人 服务 强度 到 ,这 里 p 表 示 一 次 修 
成 功 的 概率 。 例 如， 系统 处 于 S。 状态 ，( 有 一 人 台 机 床 正 在 被 修 
HE, (R—1) 台 机 床 在 排队 ， 等 待 修 理 )。 如 果 在 At 时间 内 , 机 
床 修理 完了 的 概率 为 At; 但 修理 成 功 的 概率 只 有 p.。 即 在 已 修 
理 的 条 件 下 系统 状态 自 S; 转 移 到 S$; -1 的 条 件 概 率 只 有 pp。 显然， 
1 一 了 表示 修理 不 成 功 的 概率 ， 或 者 说 ， 系 统 状态 仍 处 于 5S; 的 概 
率 ， 也 就 是 说 修理 成 功 的 强度 为 pk， 

注意 到 :， 本 系统 生 、 灭 图 和 闭合 式 模型 一 样 ,( 见 图 7.21)， 
不 同 的 只 是 修理 强度 4” =pPk。 因 此 ,它们 的 计算 公式 可 以 通用 ， 

例题 7.19 一 个 工人 看 管 三 人 台 织 布 机 。 每 台 织 布 机 平均 每 
小 时 发 生 两 次 故障 。 排 除 一 人 台 机 器 的 故障 ， 平 均 需 要 10 分 钟 


如 果 修理 成 功 的 概率 为 -。 求 ， 占 用 工人 的 概率 ， 绝 对 通过 能 
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解 C4: n=3, À = 2, L= 6, p= 2, pu = 4, 


一 - | # 1 ив 1 4 1 | Ti 
ро= | 1+3 +зхах д +3х3х | 70.211, 
占用 工人 的 概率 ps: 1- p, =0.789. 
绝对 通过 能 力 А=0.789х4=3.16. 
玫 障 机 器 的 平均 数 ，o=3- 0091.42, 


mm 一 


2 


$17 串联 排队 服务 系统 


顾客 在 服务 系统 内 需要 通过 一 系列 服务 阶段 的 叫 串 联 上 服务 
系统 。 例 如 ， 顾 客 到 食 冶 吃饭 先 要 头 票 然后 进餐 ， 列 车 到 站 经 
过 技术 检查 后 再 上 上 峰 解 体 ， 流 水 作业 线 上 ， 工 件 必须 通过 一 系 
列 工作 总 等 ， 

我 们 先 叙 述 两 个 连续 的 服务 点 ， 每 个 点 上 都 只 设 一 个 服务 
员 。 每 个 服务 阶段 前 都 不 允许 排队 。 顾客 按 最 简单 流 到 达 服 务 
系统 。 前 一 个 系统 的 输出 流 是 后 一 阶段 的 输入 流 。 服 务 时 间 都 
服从 指数 分 布 。 第 一 个 服务 з 
阶段 服务 强度 &1; 第 二 服务 阶 
段 服务 强度 为 。 这 种 模型 的 
生 、 灭 图 《如 图 7 一 22) 

图 中 S, 0 一 系统 内 没有 顾客 ， 
R 2 БАРИ 27; 
S10 一 系统 内 有 一 个 М 
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客 ， 在 服务 点 1 上 接受 服务 ,服务 点 2 空闲 着 ， 
S, :一 系统 内 有 一 个 顾客 ， 服 务 点 1 空 采 着， 在 服务 点 2 
上 下 在 为 顾客 服务 ， 
31,1 一 系统 内 有 两 个 顾客 ， 分 别 在 两 个 服务 点 上 接受 服 
务 ; 
53s,1 一 有 一 个 顾客 在 服务 点 2 上 接受 服务 ， 服 务 点 1 上 的 
原 也 已 服务 完了 ， 但 不 能 进入 下 一 个 服务 阶段 。 
根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 莫 可 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ， 直 接 
与 出 极限 状态 概率 代数 方程 ， 
Apo,o == baPo;1s 
Мр», +В. р: =M Ро) 
и Ро +,рь 1 = (А+ В, )ро, ә 
Мр»; = (B i НВ, )Рь, 1 
В.р, = рь. 


还 有 正则 条 件 
роо т Ро, 1 +Ррі,0 1р, + рь = 1, 
解 方程 组 可 得 
А А 2 
= (24 
Pao б, пиу /Poe 


А, 
Ро, 1 = — Ро, 


в. 
А, 2 
Pi, 1” <— р 
1 ПИСТУ с, 
Bn À ° 
рь 1 =--—— - Do 
о +в) °? 
Ри. = 


Ё ааз PALE TAH: +A) + À (Bi - ИВ. +) "р ! 
B, B2 (B| +) + 
тз) 


° 189 • 


4 рер, =, 


À (À + 2u) 入 

р, у=: -一 ~ 一 -一 全 ‚= ру 
Dio E ; Po ‚0.0 
Pi. 一 A р Pe, = А р 

= —= —- | р, — -- — 4. | 

1.1 Ж 0,0 1 TE 0.03 
28° 

Ро; о := 


ЗА? + AR + 2u? ° 
МА B, =, = uJ, 系统 效 认 指标 : 
D 系统 内 顾客 的 平均 数 


БА, 2 + ДА 
ЕР, Ро 2, 1 + Pe) = м 


3 入 2 + Али? ° 
(7.93) 


2) 服务 系统 忙 的 概率 〈 只 要 有 一 个 服务 点 忙 》 
AA? + АМ 
ЗА? ДА+ ош? 
(7.94) 


B=po ,+р, ‚+ pos +2р, 1 = 


3〉 系 统 损失 的 概率 
ЗА, 2 + 2м 


PHS Di. Ру Di, = DEVETI (7.95) 


— А со ` 4. 

= 0 М, В. 
因此 ， 最 大 利用 率 为 了 = хо, 

可 用 增加 服务 点 2 的 排队 长 度 可 以 减少 服务 点 1 产生 堵塞 的 
情况 。 着 允许 在 服务 点 2 之 前 可 以 有 一 个 顾客 排队 位 置 ,其 它 条 
件 不 变 ， 则 系统 的 状态 有 

So 一 系统 空闲 着; 

S01 一 服务 点 1 空 着 ， 服 务 点 2 正在 为 顾客 服务 。 

So.s 一 服务 点 1 空 着 ， 服 务 点 2 忙 着 ， 有 一 个 顾客 排队 ， 

S1.0o 一 服务 点 1 忙 着 ， 服 务 点 2 闲 着 ; 
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Si — WAR ЛАП, ЕН Ph 22% +E EN: 

351: 一 两 个 服务 点 都 从 着 ， 有 一 个 顾客 排队 

Si :一 服务 点 2 忙 着 ， 且 有 一 个 顾客 排队 ， Ин 
塞 ， 即 顾客 被 服务 完了 ， 但 不 能 进入 服务 点 2。 

р == В, ЖЭИЕ ЕДА: 


pA 
17 1%#%+8А°н + 9Аи? + 42 ' 
9.2 AAS + ЗА? + Аш? + 4ш ° 
р, „= АЗ + ЗА? + 4м? 
9 АМ З + 8А? р + Аш + Ди? ° 
D =a АЗ + 2%, =u 
1 43 + 8А? + 9А в? + 4и? ? 
opn у À ° 
ырыа В ВА де тай? ? 
Во, в = ма ____ +40. 
ДАЗ + ЗА? и + Аи? диз ° 
系统 的 效率 指标 : 


1) 系统 内 顾客 的 平均 数 
9А,3 + 12А2 и + Аи? 


Lg= — ЭА 十 124 M А" — 
* 4^3 + ЗА? + 9u + 4u? ° (7,96) 
2) 忙 着 的 服务 员 的 平均 数 
: _ 6А®+10А°н+ 8%? 
З Вара айд 5 57 (7.97) 
АЗ 十 5A u + АЛИ? 


4A? FBA u + oN + 4р5 * 
4) ЗАТТА 
О =р;,,+р,,} кру = В. 
5) 服务 点 2 忙 的 概率 
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1 
Q, =p, | +Рь.2 тру TÜ. + Po.» = В. 


À 6 
= -- - —= O |, B — ———— 
їз р н 时 Г 


因此 ， 设 答 最 大 利用 : 2х2, 由 此 可 见 ， 当 服务 


点 2 之 前 有 一 个 排队 位 置 比 不 允许 顾客 排队 时 ， 服 务 效率 提高 
1 
12 


(二 ) 非 马 尔 可 夫 过 程 的 排队 模型 


至 此 ， 我 们 讨论 的 排队 过 程 都 是 离散 状态 和 连续 时 间 的 马 
尔 可 夫 过 程 。 或 者 说 ， 贯 穿 于 排队 过 程 的 所 有 事件 流 〈 顾 客 到 
达 流 ， 服 务 时 间 流 和 不 耐烦 顾客 离 去 流 等 ) 都 是 服从 指数 分 布 
的 。 所 谓 非 马尔 可 夫 过 程 居 是 作用 在 排队 过 程 的 流 中 ， 其 一 种 
流 不 服从 指数 分 布 ， 在 实际 生活 中 ,作用 于 排队 过 程 的 事件 流 ， 
往往 与 最 简单 流 有 较 大 出 入 。 尤 其 是 服务 时 间 流 ， 一 般 不 服从 
指数 分 布 。 因 此 ， 严 格 地 说 ， 前 面 讨 论 的 排队 模型 是 不 太 恰 当 
的 。 但 ， 运 今 , 非 马尔 可 夫 过 程 的 排队 模型 的 解析 性 计算 公式 ， 
除了 几 种 简单 的 情况 ， 其 它 的 还 没有 得 到 ， 特 别 是 多 通道 服务 
系统 。 下 面 我 们 讨论 见 种 非 马 尔 可 天 过 程 的 排队 模型 。 
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设 多 通道 损失 制服 务 系统 ,顾客 按 最 简单 流 来 到 服务 系统 ， 
具有 参数 入 . 服务 时 间 服 从 任意 分 布 ， 其 数学 期 望 是 
t R= „=, tf (tydt, 
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文献 [1] 证 明 ， 这 种 服务 系统 的 极限 状态 概率 和 马尔 可 大 
过 程 时 完全 相同 ， 有 如 


OK 
Р g, Po? (К=0, 1, +, и), (7.99) 
р p” р" А, — 
[ee aaa оската 
Ра | ll 2 ИР fn и 
(7.100) 
S 19 мая 


Wk АРА, Ай 25 01. АНИЙ ЗК [В] A АУ 
间 服 从 指数 分 布 ， 其 强度 为 人。 服务 时 间 为 任意 分 布 .美国 数学 
家 人 和 伯 拉 千克 和 和 苏联 学 者 欣 钦 各 日 独立 地 得 到 了 这 种 排队 模型 的 
ЗНА: 

顾客 平均 排队 等 待 时 间 

+ Ü 
Wi = ы тш _ (7.101) 
式 中 ”0 一 系统 的 负荷 ， 

v 服 一 服务 时 间 的 偏离 系数 ， 


系统 内 排队 顾客 的 平均 数 为 
_ PAUR (7.102) 
LA =D) ° 


我 们 知道 ， 指 数 分 布 的 偏离 系数 Uv 服 =1， 
有 由 v 服 二 1， 代 入 公式 (7.91) 和 (C7.92)， 得 


Wh =— -= Р, (7.103) 
C1- р) 入 (1 一 六 ) 


р? 
Lg\ = 。 .104 
从 — 1 (7.104) 
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/55%(7.10305067.1040›Ф{1ЖАЛЕНШ. ПЕНИ 
АЖ. (Ем 3 3.)， 
如 果 排 队 服 务 系统 中 ， 服 务 时 间 是 固定 的 ， 
即 v 限 二 0。 把 它 代 入 公式 (7.101) 和 (7 .102) 得 ， 


0 _ 
Ин = 上 (7.105) 
A C Sua- D) ° 
р? 
Г =— (7.106) 
А0120) 


斌 比较 公式 (7.103) 和 (7,105)， 公 式 (7 .104) 和 (7.106) 我 们 发 
现 ,它们 的 数 相差 信 ， 即 对 相同 的 系统 负荷 p,M/M/1 的 W 愉 与 
Lk 为 M/D/1 系 统 的 W 愉 和 LK 的 2 信 ， 

我 们 曾经 对 爱 尔 朗 分 布 得 到 过 公式 


1 —a | 
= 见 第 三 


把 ош = -交代 入 公式 (7.101) 和 和 (7.102) 便 可 得 到 如 下 公式 


_ разве) _ 
-0 (7.108) 


式 中 ，R 一 服务 时 间 的 爱 尔 朗 阶 数 。 
例题 7.20 БАЯ лаги. ЯВ Е 
间 服 从 指数 分 布 。 平 均 每 隔 2 小 时 到 达 一 次 ，M(t) =2. Я 
车 由 30 WEAR., WERE = 10 阶 爱 尔 朗 分 布 。 平 均 每 小 
时 介 一 列车 。 求 平均 等 待 鲫 车 的 时 间 和 平均 等 等 卸车 的 列 本 数 ! 
М. БЕЖИТ. MAAAR ВЕ 


EERE: &=1 列 /时 。 


服务 系统 负荷 ， p= “= 人 一 0.5。 
车 列 等 竺 种 车 时 间 
_ PO+k) _ 0.5(1+10) 
2АЕ(1- p) 2х1х^(1-0.5> 
= 一 0.55 人 小 时 。 
平均 等 待 印 车 的 车 列 : 


Ly = АЛУУ р, = 0.55 х 0.5 = 0.2755, 
例题 7.21 AHALA. BIES Ар АТ НАЯ 
从 指数 分 布 。 求 本 了 从 和 工 队 ? 


w p 0.5 时 ， 
= -.—. .— ==] 
м "Пар 1х0.5 Q 


Lú >= МУИ р =1х0.5=0.53]. 
ЩЩ нр, ARW АБАЯ Е Ян Н ЖЛ? . ХИНД, xr 
同样 的 系统 负荷， 指数 服务 时 间 比 爱 尔 朗 服 务 时 间 系 统 差 ， 因 
此 ， 其 效率 也 相应 地 低 。 
例题 7.22 ”改编 列车 到 达 铁 路 编组 站 作业 ， 到 达 流 为 最 简 
单 流 ， 其 强度 为 X=2 列 /时 ， 每 列车 平均 作业 时 间 为 1 服 =20 
分 钟 ， 均 方差 为 0(t 服 ) 为 8 分 钟 、 试 求 L 队 及 L 系 ， 


А. 
解 а= = 一 -3 列 /时 。. . p= =. 
£ HE -一 
3 
v=- ОСН) — 8 -1 у 
— 20 
t 服 
(2) (110.42) 
Я Шу 0 6—50. 7769); 
0-5) 
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W р, = 2А. = = -=0.385( 小 时 )。 


Lzgz=Li + p= 0.77 к= 1.43709). 


$20 Ек |М|1Җ% 


设 顾 单 到 达 间 隔 时 间 服 从 K 阶 爱 尔 半 分布， 服务 时 间 为 指 
数 分 布 ， 单 通道 排队 系统 . 
我 们 把 顾客 到 达 间 隔 时 间 分 为 个 独立 的 , 且 有 相同 的 指数 


分 布 的 位 相 。 每 个 位 相 的 平均 时 间 为 万 -， 用 图 表示 为 ， 


278 |8] [s 8| |@| == 
HA Е 输出 流 


97—23 


我 们 只 讨论 极限 平稳 状态 。 设 pi 表示 在 极限 平稳 状态 时 ， 
有 n 个 顾客 在 服务 系统 内 ,一 个 到 来 的 顾客 处 于 位 相 i( 因 为 它 尚 
未 进入 系统 内 ， 所 以 它 不 包括 在 hn 中 )。 п>0, 1<i<k。 根据 
状态 概率 哥 尔 葛 哥 尔 夫 方 程 一 般 法 则 ， 立 即 可 以 列 出 线性 代数 
方程 组 。 
0=ЁА\р;_,„— (RK + Вр: T Ир: 1,21, nel, 
0 = АР, „1 — (RÀ НОР, „+Ир, „+1 i=1, ИТ, 
[o= Apiso Ap + BB, 2<i=<R, n=0. 
0= —^Ар, o +EP, | [=], n=0, 
这 里 前 两 个 是 排队 方程 ,后 两 个 是 初始 方程 , 我 们 令 pi,， = Во" 
表示 方程 组 解 的 形式 。 
把 它 代入 方程 组 得 ; 
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(йр+1-Фб)В;=ЁрВ;_,, 2<ї<Ё, 


(Ёр +1-~0)0В; >: kpB,, 其 中 a 


H 
从 以 上 两 个 方程 组 得 
kp i-1 Е Ер h 
= ето) Po (руно) - 
РЕЖ Е Jy e 


@(Rkp + 1 —@) = (Ёр)*, 
显然 ， 0 一 1 是 工 方 程 的 一 个 根 。 


АВЕ и NEARE, MRA, H 


и*=0, їр: = Au*"* ，,。 把 它 代 入 两 个 排队 方程 ” 均 化 为 
(022023528 
0 = Ар -— (Ёр + 1)н + и" ії! = (и - 1)(и +us te 
+u — kp), 
从 而 0=uf +u"! L... +u Rkp. 
能 够 证 明 : 当 o<<1 时 ， 仅 有 一 个 根 ， 在 (0，1) 之 回 。 
系统 内 有 nh 个 顾客 的 概 府 为 ; 


R 


р, = Ур; „= A м/ф К, 


i=l 


当 于 一 0 有 时 ， 
k М —1 А — 1 
= 2,0: ‚=А 2 之 rr 
AG- Е а АНТ kri- ЖОЛУ 
] ғ kp(1 =r)? 
_ АГар(1 -r-r +1) r+ Аг Ret] 
Бот ~)? ° 
A kp ~ (kp +1)r+r**! =0, 
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Ф р = _ 1 O f м4 is „ШШ = — ` __ 

у Кос r)? 0(1-г) ° 
.. ` D, = 1, 

н Ü 
. _ < AG1-p9 < ACG-m) 
.. 1 — P, = 一 一 一 十 00 рп 
2, p(] ~) 2, l-r | 
_ А(1-0) Ам _ Ar 
(1 — r) l-r p-r)’ 

_ p01 -7) 

К А ии ШЕР: ° 


因此 ， р„=1—р, P= rr "72%, nal, 
现在 求 系 统 内 顾客 的 平均 数 
Lg= №, пр, = У np- rr "0 8 


n = 0 f =! 
=p(1-m) Ур) _ 1 
2 дя 
=Ê _ 
1-м ° 
系统 内 上 顺 客 数 的 方差 


D(Lg)= У) пёр, --12, = _061-р+®) 
п = 0 


(1-0)? ° 
系统 内 排队 顾客 的 平均 数 
L = У (n= 12р, = Snp, 一 Sp, 
п] no-l п =] 


ри" 


= ж ~ (1-р) в. 
Ж #ü PN #EEA ШЗ RED E 
> k 
DCLR) = © (n-1)? P,- L? = P (ї+ї—р у 
п =] № (1 — r): ° 
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系统 内 顾客 平均 保留 时 间 


£: ОТ 
《1 一 产 )“” 
顾客 排队 平均 时 间 
Ñ 
Wn = © 
n° 


例题 7.23 设 某 排队 服 系统 .顾客 到 达 流 为 两 阶 爱 尔 朗 流 ， 
服务 时 间 为 指数 分 布 ， 系 统 内 配备 一 个 服务 员 。 用 图 表示 为 ; 


А. = 94 А, = 2А 
| 排队 
-J 服务 a = 


[47.24 


z th] 2 ЖАН n ТЖ ЯР... 即 系统 内 有 nn 个 
顾客 时 ， 正 在 被 服务 的 顾 窜 处 于 i(i==1，2) 位 相 。 根 据 列 状态 
概率 线性 方程 的 一 般 法 则 ， 可 得 ， 

В = (А+ ШР, 1 =0, n>0, 
ОАР, ,+ hPa,, ,~ (2А+ ШР, ,=0, иро, 
| ВР... 2АР,; =0, 
ЗАР, +шР, ‚ -2АР. „=, 


> 0, =]. 2 | 

& P,,=B;o", | | ol <1 把 它 代入 前 两 个 方 
п=0 1=2 

程式 ， 可 得 到 系统 方程 ， 从 而 求 系数 Bi。 

ЁШ @(2p + 1 —@)2 = (2р) ?, 


Җир, p=. 该 方程 的 根 的 绝对 值 小 于 1。 且 给 出 一 个 解 。 即 


一 Le 


2 9 


1+ 4р 1+8 


ү = 
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从 而 可 得 一 般 形 式 


因而 р 1+2р+ (1-20) 1+8р 
° ві op 


ор 
М 1+8р —1 \ 2-1 
(=). 
n>0, і=1, 2, п-б, і= 2, 
3- V 1 +80 
K Ро, = 4 е 


(1 4р+у 1+ 8р) (1+ 4р V 1+ 8р)" 


сул е 
Са 


п> 0, Ро=1-~р, 
2p 
1~40+ 1+8p” 

例题 7.24 ”一 人 台 机 器 加 工 零 件 ， 加 工时 间 服 从 指数 分 布 ， 
平均 加 工时 间 元 = 12 分 钟 。 据 实测 资料 工件 平均 每 小 时 到 达 4 
р, 33230 110 分 ， 工 件 到 达 间 及 ТН 18] А Ж КЕНУЛ. ЖЖ 
HE TE Ph 


# 二 =12 分 / 件 ， :=5 件 /时 ， 和 =4 件 /时 。 


Lg = 一 


оа | = МЕС) 13 _ 


我 们 取 k = 2, 
ЖП ЖА utut +. +и—Ёр=0 1”, 
р, и?+и!-2х0.8=0, 
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故 К-ү! L... Ly =Rp<R, 
即 К+к=2х0.8<12, 
从 而 求 得 r=0.86 
P,=1-Dp=0.2, 
P == ри) 1 =0.8(1-0.86250.86° 71, 


n> 1, 

e 3 
Геи 17р = 3.07 
бетін 1-0. 

R 
Ly = Z 08x086? g 
АЯ о з 99 


1 1 | 
У =-- -一 一 ,一 一 ‚2 
-rr 16.209 в), 


Wh =Wg 54,20. 
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定义 

№ 一 个 顾客 刚 离 去 的 瞬间， 系统 内 的 顾客 数 〈 我 们 把 в 
去 的 顾客 编 为 0 号 ); 

T, 0% ЖЕЛИН, F-— T EB (我 们 把 它 编 为 1 号 ) 
的 服务 时 间 MSMR SS KHT, НУ); 

K, ТЕ1 ШЖ ЕБ УШИН, ЕЛЕ RAKE 2 
Жї; 

N/!，1 号 顾客 服务 完毕 而 离 去 时 ， 留 在 系统 内 的 顾客 数 。 

设 服务 系统 中 只 有 一 个 服务 员 ， 顾 客 按 最 简单 流 到 达 。 服 
务 时 间 为 一 般 分 布 。 即 M G 1 型 ， 

ШЩЖю>0, Ми’ =п+К-1; 
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如 果 n=0， 则 n/ =K, 
如 果 n =0， 则 在 系统 内 有 一 个 “想像 ”的 顾客 服务 完毕 时 ， 并 
无 离 去 的 顾客 ， 因 此 ，rn' 正好 等 于 时 间 t 内 ， 到 达 系 统 的 顾客 
数 。 
< Ва, Шжп=0, а=1; 
ЗД жи0, а= 0; 

ЖАН": 

һ'!=п+К+а-1, (1) 
当 Гоо, ВЗЕХ Р: 

ММ = МОМО) Во © АЕН, = 28 VJ By Ж 
数 〈 随 机 变数 ) 的 期 望 值 等 于 1 号 顾客 去 时 ， 留 在 系统 内 的 顾 
客 数 〈 随 机 变数 ) 的 期 望 但 。 简 单 地 说 ， 在 极限 平稳 状态 下 ， 
进入 系统 的 顾客 平均 数 等 于 离开 系统 的 项 客 平均 数 。 
АЈ 8, МОМ) = M(N)°, 

ММ) = ММ + МК) + М (а) - 1, 
"ЛЕЖА F, МОО) = ММ), 

М (а) =1-М(К), (2) 
对 (1》 式 取 平 方 得 

(п’)2 = (п+К+а—1)?=п?+а?°+(К—1)? 

+ 2ап + 2n(K - 1) + (2а) (K — 1), 

a 值 不 是 0， 便 是 1。 

а=а?, an=0, 

(м7) =n? +a+ (К-.-1)2+2%(К- 1) +2а(К-1) 
=n? +a + К? -2К+1+2и(К- 1) + ак -2a 
=n? +K? -2K +2nK — 2n + 2aK — a+1, 

(N) 2 ЗН 

MEN) I= МОМ) +M(K*)— 2М(К) 


“202 ° 


+ M(N)M(K) - ММ) + ?M(ua) МОК) 
Ма) +1, (3) 
又 因 мом): = M(N:) | 
г. (3) ЗМ (№) —- 2M(N)M(K)=M(K2) — 2M(K) +2M 
(a)M(K)-M(a) +1, 
(4) 
将 (2) 代 入 (4) 得 
2M(N)[1— M(K)]=M(K*)—- 2М(К) +2[1- M(K)] 
M(K)-[1-M(K)]+1, 
或 
_M(K?)-2[M(K)]?+M(K) 
201- МСК] ° 
由 (5) 可 知 ， 只 要 知道 MCK?) 和 M(K) 即 可 得 到 M (N). АУ 
顾客 到 达 流 是 最 简单 流 ， 所 以 有 
M(K)=åt, 
M(K/t)=Àt, 
我 们 知道 ， 当 1 给 定 后 ，K: 的 期 望 值 等 于 kK 的 方差 加 K 的 期 望 值 
的 平方 。 


又 因为 最 简单 流 的 方差 为 
БР ЕЛЬ, 


M (N) (5) 


м(--—)=м + AE, 


c. МСК) = {мелай 
с: | мара: 
-| tf, (tydt. 

° сом =M(T), 
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М(Ку=АМ(Т), (6) 


而 MK =| м‹к*/ у)! 
= [сы Ара 
=| мела )dt + | op (ра! 


=AM(T) fi аг. 
0 


=ÀM(T) + МТ?) 
=D(T) +[M(T) 1. 
M(K2) =АМ(Т) + 和 2D(T) +K2LM(T512, (7) 
把 (6) 和 (7) 代入 (5) 得 ; 
AM(T) +A РСТ) + K”[M(T) 1° 


_ 2X2[M(T)T2 + AMCD 
М (N) = — АА 
ч) I-AM] 
АСТ) + ГМ(‹Т)]*} 
___ +2АМ(Т)Г1-АМС‹Т)] 
ТАМ СР 


ы 


M (№ -= 入 RMT ANDOT)+LMCT)] } 
Rp (N) АМТ (8) 


N J BM Н ЖЕЛЕ 2 Р 2) 3901, РИ, AA (8) 给 
出 了 最 简单 流 ， 一 般 分 布 的 服务 时 间 的 L 系 值 . 


因为 服务 时 间 T 的 数学 期 望 为 一， ШМ (Т) = =. 


所 以 БА = Ш -АМСГ), 
因而 ， 公 式 (8) 可 以 写成 


wa (9) 
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7 рет) =0° (T) =v (T) M? (Т) =V? (T) y, 


{УС L? 
A, l n д! 


2, ‚2 : 
sA JD (1 ^) 
it B H № 
LÀ МЛ ау (ту 
Р 2 (1-5) 
| H 
入 
— =p. 
Ы и 
2 2 7 
И ге =р+ РУ СЭ (10) 


2(1-р) ` 
AAB, EM # 3338 леа Bš ha) S8 0 RS НАНУ qa WJ , 
Еж = Lk, + p, 

而 LW = 全。 由 此 可 见 ， 当 顾客 到 达 流 为 最 简单 流 ， 服 务 
时 间 为 一 般 分 布 时 ， 


р? 1 + х 
12р) 27 (11) 
现在 我 们 看 服务 时 间 为 常数 时 ， 有 即 服 务 时 间 的 方差 D (Т) 
=0。 因 而 (9) 式 写成 


БА = 


мон a 
Lg = -— +. _ 一 —. 
2 (1 -— — 2 (1-— 
б) 720-2) 
2 — = р, 出 
Ее. (12) 
2(] — p) 


或 顾客 到 达 流 为 最 简单 流 ， 服 务 时 间 为 定 长 分 布 时 ， 顾 客 在 
系统 内 排队 等 待 肝 客 的 期 望 值 为 ; 
L= (13) 
现在 我 们 看 服务 时 间 为 爱 尔 计 分 布 时 。 
Вр М Ек 1%. 
因为 服务 时 间 为 爱 尔 朗 分 布 时 。 


_. 1 _ _1 i 
МТ) = D (T) ЕТ (K— R ИЖ. 


公式 (8) 可 以 写成 ， 


CR) 
Е 2 (1- А) 
1+ К 
2 2 
P 2 А) 
1 +K p“ 
Dpp ЖК и (14) 
к G тру, 
H Ly = — E (15) 
p К Zp’ 


为 了 应 用 方便 ， 我 们 把 单 通道 ， 最 简单 流 ， 不 同 分 布 的 服 
务 时 间 的 效率 指标 公式 汇总 于 老 (10.1) 
现在 我 们 求 D( 工 系 ) 。 


D (Lg)= > (n-Lg)’P, 


at __ (КО _ 
12К (u — А)? 


—h y 


т 
| о À: 
[13К+12-—(10К-4у 5+ (K-5) u: |. 
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À 
Кр, Dg) = 一 “P 


ÀH A? 
K=2 时 ，D (La)=— 


А 
12( и ~ А)? 


2 3 
| 12 18А + 10 _ А], 


顾客 排队 等 待 时 间 的 方差 为 : 
реу у= P? 175 
ар) K 
p 1+К К + 2 
(Ep ак t SK )' 


K— co F А D (гж) = 
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第 八 章 ”统计 试验 法 


至 此 ， 我 们 讨论 了 排队 问题 的 数 竺 模型 ， 即 在 已 知 条 件 和 
必然 结果 之 间 建 立 了 解析 性 关系 。 但 不 能 态 记 ， 建 立 这 种 关系 
的 条 件 是 马尔 可 天 随机 过 程 。 在 实物 系统 中 ， 顾 客 到 达 流 不 都 
是 最 简单 流 ， 特 别 是 服务 时 间 更 不 都 是 指数 分 布 。 因 此 ， 排 队 
问题 的 求解 ， 需 要 有 更 一 般 的 方法 ， 这 就 是 统计 试验 法 或 叫 蒙 
特 - 卡 罗 法 . | 

本 章 讨论 统计 试验 法 的 基本 思想 及 其 在 排队 论 中 的 应 用 。 


$1 基本 思想 


统计 试验 法 的 思想 十 分 简单 。 筷 古 对 随机 现象 ， 按 一 定 的 
程序 进行 抽签 试验 。 每 次 抽签 试 驼 得 到 一 次 随机 结果 。 如 果 进 
行 了 大 量 试验 ， 就 可 以 得 到 大 量 的 随机 结果 。 这 和 统计 大 量 的 
数据 一 样 。 按 统计 试验 法 的 实质 可 以 求解 任何 概率 问题 。 但 实 
际 工作 中 ， 只 当 试验 方法 简单 易 行 ， 且 用 解析 法 难于 解决 甚至 
有 时 不 可 能 解决 的 问题 ， 

用 蒙特 - 卡 罗 法 模拟 茶 个 随机 现象 时 ,基本 要 素 是 模拟 现象 
的 一 个 随机 现实 。 如 对 空中 目标 的 一 次 攻击 ; НИТ 
列 等 等 。 每 个 现实 都 是 退 过 抽签 试验 随机 地 取得 的 。 随 机 性 影 
啊 着 抽签 试验 的 结果 ， 即 影响 每 一 个 现实 ， 这 种 影响 是 无 法 用 
解 术 计算 法 来 考虑 的 ， 

蒙特 - 卡 罗 法 是 用 抽签 试验 法 确定 系统 的 送行 指标 的 .什么 
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叫 抽 签 试 验 呢 ? 我 们 可 以 用 下 面 的 例子 来 说 明 : 设 对 某 个 上 且 标 
独立 地 进行 四 次 射击 ， 每 次 射击 ， 击 中 目标 的 概率 忆 = 0.5. 7; 
击 中 两 次 以 上 ， 目 标 被 摧毁 。 求 目标 被 挫 般 的 概率 。 这 可 用 两 
种 方法 求解 ; 

а) 解析 计算 ， 

b) 抽签 试验 ， 

我 们 先 用 解析 法 计算 。 通过 对 立 事件 〈 即 目标 不 锐 击 毁 ) 
的 概率 ， 击 中 二 次 和 击 中 少 于 二 次 是 对 立 事件 。 击 中 少 于 二 次 
或 只 击 中 一 次 就 是 没有 击毁 。 四 次 射击 中 没有 击 中 的 概率 为 : 

Р ,(0)=сР°(1- Р) 7° = (10.5) =0.5*; 

击 中 一 次 的 概率 为 

Р,(1)=с1Р!(1 - Р)! =4х0.5*, 
因此 ， 击 中 少 于 二 次 的 概率 为 

| P(<2)=0.5*+4x0.51=0.332; 

所 以 ， 击 中 大 于 二 次 的 概率 为 
P(>2)=1-P(-<2)=1—0.332=0.668, 

ЭЖ ЛЕ ДШ ЖАЗУ 6 0 18] aji. АВС ДЕЛШ 
а. УЖЕ ЖЩ, MRR HPR, H 
现 反面 表示 未 击 中 目标 。 如 果 热 掷 的 四 核 硬币 中 至 少 有 二 枚 出 
现 正 面 ， 风 目标 被 击毁 ， 我 们 连续 地 、 大 量 地 进行 这 种 试验 ， 
每 次 抛 抑 四 个 硬币 。 根 据 贝 努 里 定理 ， 目 标 被 击毁 的 频率 将 趋 
近 于 这 个 事件 的 概 诸 。 如 果 总 共 掀 掷 六 次 ， 其 中 有 两 个 以 上 硬 
币 出 现 正面 的 次 数 为 8。 则 出 现 两 次 以 上 正面 的 频 淘 为 : 


W(>2) = =, 它 的 数值 为 0.688. 
Н-001], НТН, ШИН] Ки, № 
НЕЕ: ЗИ МЕН К, РУКЕ 
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弹 可 以 画 出 以 R 为 半径 的 圆 。 如 图 
《8 ,17 所 示 。 

` М ЕО, 图 中 阴影 
部 分 的 面积 达到 K% ， 则 目标 被 捧 
毁 。 根 据 大 数 定 理 , 在 大 量 试验 中 
算术 平均 值 与 数学 期 望 很 少 区 别 。 
如 果 目 标 被 炸 伤 的 面积 为 5,， 它 | 
的 数学 期 望 为 MKSz) =5p 而 算术 平均 值 Sp = 1. I Sp. 

用 统计 试验 法 不 仅 可 以 求 到 平均 数 ， 而 且 可 以 求 到 它 的 方 
差 。 因 为 方差 取信 是 对 数学 期 望 差 的 平方 的 平均 值 ， 即 

р(5,)= М (8-55): У (S 1 ~ S50)?, 

因 上 此， 蒙特 - 卡 罗 法 在 排队 论 中 是 随机 现象 的 数学 模 拟 方 
法 。 因此， 单位 抽签 试验 就 是 一 次 经 验 的 结果 。 每 次 经 验 都 有 
随机 性 ， 但 在 大 量 经 验 的 平均 数 中 体现 随机 现象 的 规律 性 ， 

为 了 获得 抽签 试验 的 绪 果 ， 要 用 到 在 0，1 之 间 具 有 均匀 分 
布 密度 的 随机 数 ， 


$2 离 专 随机 变数 的 模拟 


设 随 机 变数 X， 试 模拟 它 的 n 个 可 能 值 z;。 求 它们 的 算术 平 
ВИН. 


Ух; 
И, $ 


并 用 z 作为 4 的 估计 值 a*， 即 


ама* = т, 
因此 ， 应 用 蒙特 = 卡 罗 法 必须 学 会 模拟 随机 变数 ， 
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Е = 


设 已 知 X 的 分 布 律 ， 求 和 的 可 能 全 ziCGi=1,2，) 这 时 引入 
符号 及 一 一 在 (0.1) 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ， 方 GT=1，2，…) 
一 一 及 的 可 能 值 。X 的 分 布 律 为 ; 

X Zi, Ж, се, Tas 
P р, Po, no 

1) {Шок хи КН. А,—(0; Pi), А, (у р, + 
р. >... ,А, Ср, +р ++ +р„_|,1), 

2) 目 随 机 数 表 中 任意 取 随 机 数 r;。 如 果 rj 落 在 A; 区间 内 ， 
则 模拟 的 值 作为 可 能 值 x;， 

例题 8.1 模拟 离散 随机 变数 X 的 六 个 可 能 从 。X 的 分 布 律 
ХУ: 

X 2 10 18 
Р 0.22 0.170.61 

E ”把 or 轴 上 (0,1) 区 间 分 成 三 个 区 间 ，A, 一 (0，0 .22); 
A,—(0.22, 0.39); А, —(0.39,1). 

2) ЗЕВС СИ ОХА: HH, 0.32, 0.17; 
0.90; 0.05; 0.97; 0.87. 

БЕЛЛИНИ, =0 .32 属 于 4, 区 间 内 ， 因 此 ， 模 拟 的 离散 随机 可 
НЕЕ, =10; 随机 值 r, =0.17 属 A 区 间 内 ， 因 而 z, =2， 

同 理 ， 模 拟 得 到 六 个 可 能 值 ，10 ,2,18,2,18 ,18， 

下 面 讨论 对 完备 事件 组 的 模拟 。 若 事件 发 生 的 概率 为 已 知 ， 
则 在 每 次 试验 中 ， 必 然 发 生 完备 事件 之 一 .完备 事件 组 的 模拟 ， 
实质 上 ,是 对 随机 变数 的 模拟 。 设 离散 随机 变数 的 分 布 律 为 ， 

x 1, 2, Өө, п; 

Р Pi, рь, +е.рһ, 
在 每 次 试验 中 发 生 完备 事件 4 ,A，,…，4, 之 一 。 如 在 试验 中 
XWR =i, ШЕФА; ЖЕ, 
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例题 8.2 由 4:,,4,，4: 组 成 完备 事件 组 。p, =р(А,)= 
0.22, p. =p(AÀA,)=:0.31, р, =р (А,) =0.47, 模拟 五 次 , 每 
次 发 生 一 个 事件 。 
E 已 知 X 的 分 布 律 为 : 
Х 1 2 3 
Р 0.22 0.31 0.47 
把 (0, D 区 ШК: А, —(0; 0.22); А, — (0.22; 0.53); 
Аз —(0.53; 0. 在 随机 数 表 中 任 取 五 个 数 ，0.61;0.19;0.69， 
0.04;0.46, БЕМА, = 0.61 在 A, 范围 内 ,因此 ,x,=3, 即 事件 
4, 发 生 , 同 理 找 到 其 它 事件 的 发 生 ., 事件 发 生 的 序列 ,A,,A.， 
А,, А, ‚Аз. 
例题 8.3 ЛЕНИ ВЕ] 20% 
НЧЕ А НЕ. АНЕМИЯ, КЖ 
时 加 增加 5 分 钟 , 试 建立 车 站 作业 符合 这 种 条 件 的 模型 。 已 知 ， 
车 列 推 峰 速度 的 分 布 律 : 


). 
—) 0.54 0.80 0.98 1.08 1.15 1.45 


КЛА 
D 
(2) 0 0.2 04 0.6 0.8 10 


车 列 平均 推 峰 速度 ”= 8 公里 /时 。 
E ”我 们 把 推 峰 速度 分 布 律 分 为 下 列 区 间 ， 
0.54—0.80; 0.80—0.98; 0.98—1.08; 
1.08—1.15; 1.15-—1.45. 
0—0.2; 0.2—0.4; 0.4—0.6; 0.6—0.8;0.8—1.0, 
在 随机 数 表 中 任 取 一 个 数 R =:0.135。 它 位 于 区 间 p= 0 一 0.2 之 
本 。 我 们 应 用 下 式 关系 求 相 应 的 Z， 
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СҮЙҮ" 


Н] .0.8-0.54 0.2-0.0 _ 0.2-0.0_ 
0.8-х 0.2— R 0.2—0.135 ' 
r=0.7155, 
ZB. Ж1 Е KEA v= u « х=8х0.7155=5.8 А 
里 /时 。 以 此 类 推 ， 可 求 得 所 有 本 列 的 推 峰 速度 ， 


$3 ХЕЛЕН E НОН] МИН] ЇН] 


排队 问题 中 的 首要 问题 是 顾客 到 达 间 隔 和 服务 时 间 ， 如 果 
顾客 到 达 间 隔 是 相等 的 ， 则 只 要 知道 第 一 个 顾客 到 达 的 时 刻 就 
可 以 知道 以 后 的 顾客 到 达 时 刻 。 但 现实 的 顾客 流 ， 往 往 不 是 均 
衡 的 ， 而 是 服从 某 种 概率 分 布 的 。 

为 了 描述 给 定 分 布 律 的 间隔 时 间 ， 可 以 用 随机 数 表 《附录 
4)。 随 机 数 表 中 的 数字 在 0 ,1 之 冶 为 均匀 分 布 。 

Ë 00) =1,0<59<1, А у= Еа), HPF) Л: XW 
TARR, ЕО, ГОН. И, НУ, 

Е CD=| летает ет 在 0,1 之 间 均匀 分 布 ， 指 
数 分 布 只 有 一 个 参数 入 。 因 而 ， 它 可 以 写成 
®=1-е*’ нр е^!=1]—К, 
МНО: —А1пе=<1п(1— R). 
ү Ine=1 у, ЗАРЕ - R), 
1 


式 中 一 一 顾客 平均 到 达 间 隔 时 间 ， 
in R- 一 随机 数 R 的 自然 对 数 ， 在 0,1 之 闻 均 匀 分 布 。 
不 同 的 表示 不 同 的 指数 分 布 。 
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例题 (8.4) 如 有 果 顾 客 到 达 间 隔 服 从 指数 分 布 。 单 位 时 间 
АРЕНА ЕЛИ. АЖ. 
解 ” 因 为 X=:4 ШЕЮ =1-е““'. 
模拟 步 综 如 下 .C1)》 设 权 座 标 为 时 间 t， 纵 座 标 为 相应 的 分 
布 函数 。 作 出 分 布 函 数 的 直角 座 标 ! Со) 在 随机 数 表 中 任 取 一 
个 值 ， 例 如 ，R=0.45 ” 自 R 处 作 X 轴 的 平行 线 与 分 布 肖 数 交 于 
一 态 。 从 该 尽 起 ， 作 纵 座 标的 平行 线 ， 与 X 轴 交 于 一 点 ， 但 t= 
0.15( 小 时 ) =9 分 钟 ( 见 图 8 .2)。 га) 
依 此 类 推 ， 可 以 得 到 顾客 到 达 间 1.0 
ЕНЕ F ВУ 218, PÑ ТЕЕ — № р 
的 数理 统计 方法 求 到 平均 间隔 时 
М, KEMIJI 
例题 8.5 BARRARE о ов” о 
Ё(ху=1—еС°*, [8.2 


总 体 均值 元 = 10， 试 从 总 体 分 布 中 模拟 m = 20 个 可 能 值 。 


解 АВ =Е(х)=1-е`**, е`^*-:1-В, 
Я, -Алпе=1п(1-КЕ), 


r= ~ ша - R) = ~ 1010(1- R) =2. 306108 В. 


在 随机 数 雪 中 任 取 20 个 数 ， 模 拟 结果 如 表 所 列 。 
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; 5 | "үг __ | z--10-2 . 3126 z } | 5 ' | _ y= 10 x ? „оо 


ой | -0,5528 12.7: 46 | -0.3372 | 7.78 


0.72 0.38 | | 6.54 |0. 

0.04| 0.56 10.0177] 0.41 [0.721 0.28 | -0.5528, 17.73 

0.18 0.52 | -0.2840 6.54 0.01 | 0.99 | -0.0044, 0.10 

0.16 0.84 | -0.0757 1.74 |10.89 | 0.11 -0.9586| 22.07 
| | 

0.29) 0.71 | -0. 1487 3.42 0.74 | 0.26 | -0.5850 13.41 

0.83| 0.17 | -0. 7696 17.72 0.42 | 0,58 | -0.2366 5.45 

0.51! 0.49 70.3098. 7.13 0.59 [0.41 | 0.3872. 8.92 
| | 

0.83 | 0.17 | -0.7696 17.72 |0.05 | 0.95 ` 0.0223. 0.51 

0.59! 0.41 REG 8.91 | 0.07 | 0.93 | -0.0315 0.73 

0.09| 0.91 | -0.9410 0.94 | 0.341 0.65 | -0.1895 4.16 


对 这 些 数值 佑 计时， 必须 懂得 ， 随 机 的 样本 分 布 与 指数 分 布 多 
少 有 些 出 入 。 因 为 样本 量 很 小 (2 = 20) .不 能 期 望 样本 均值 工 各 


数学 期 望 二 = 10806. 


统计 检验 方法 可 以 确定 偏离 的 随机 性 。 这 时 ， 我 们 把 模拟 
得 到 的 数 进行 分 组 并 确定 落 入 每 组 中 的 频数 ， 如 下 表 所 列 ; 


би 5,2 
0—5 2.5 а З 8 
5—10 7.5 6 14 22=У1 
10—15 12.5 3 一 — 
15—20 17.5 2——————3———4=$5; 
20—25 22.5 | 1 一 一 一 一 一 1— | 


样本 均值 按 吉 总 法 〈 见 第 四 章 448, 


S-S, | 4-2 2 x 
п 2 


T =p t- d=12.5+ 


即 样本 均值 为 8， 


1=8, 
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总 体 和 样本 均值 之 差 的 随机 性 可 以 用 显著 性 水 平 检验 ,在 
统计 可 靠 性 为 95% 时 ， 抽 样 误 差 等 于 


4„=и$—К—=1.96—19-=4.38, 
f \/ п 720 8 


在 计算 抽样 误差 时 ， 必 人 须 注意 两 点 ; 

在 总 体 为 指数 分 布 时 ， 总 体 均值 和 标准 差 应 与 样本 均值 和 
方差 吻合 。 因 为 总 体 均值 4 是 给 出 的 ,所 以 标准 差 o 也 是 知道 的 . 
《用 t- 分 布 求 )， 

根据 显著 性 水 平 ， 

u= > | <а,, 
取样 本 均值 x 与 总 体 均 值 的 差 具 有 随机 的 特性 . 

指数 分 布 偏 离 的 随机 性 与 用 模拟 法 得 到 的 统计 分 布 可 以 用 
皮尔 逊 z? 检 验 。 因 为 总 体 均 值 是 已 知 的 ， 因 此 没有 必要 给 出 x 
利 上 相等 的 条 件 。 计 算 z? 的 方法 ( 见 第 五 章 $ 2) 计 算 结果 列 于 下 
Ф, 


~ nm. Y2 
п n no-n (ni - n) ба т п, ) 
В, 

8 8.57 - 0.57 0.3249 0.0379 

6 5.20 0.80 0,6400 0.1230 

3 3.16 

2 | 6 [1.925 6.23 ~ 0.23 0.0529 0.0085 

] 1.15 

Н А? = 0.1694 


а-=0.05,В--Е-5=3-1=2, Æx Rir w =5.991, 

HAr зах. BEITER ELE. 

例题 8.6 设 随 机 变数 X， 服 从 正 态 分 布 ， 它 的 数学 期 望 
m,， 均 方差 0.， 随 机 变数 的 分 布 密度 为 
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试 模拟 XX 的 值 . 

解 ” 根 据 模 拟 的 一 般 法 则 ,作出 分 布 函 数 F(x) 和 求 它 的 反 
KRF; 然后， 把 随机 数 R 变 换 成 0 到 1。 但 实际 模拟 时 , 可 以 
这 梓 进 行 。 把 随机 变数 X 变 换 成 标准 型 : 
> XTM, 

g, 
先 模 拟 z 值 ,再 求 X 值 。 这 样 ,z 的 数学 期 望 m:= 0, 均 方差 0,=1, 

实际 上 ， 标 准 数 z 的 分 布 密度 为 


标准 分 布 函 数 为 
1 


Fir(z) = | e #42 0.5+ф(г). 


式 中 ф (z)=- | e raz, 


“җәл 


Р ЕС EE АИ C8.3 Br 28. Не ЈАВЕ 
机 变数 X， 其 概率 密度 为 fx(z)。 其 分 析 式 为 ， 
R=0.5+ ф(2) 
2=ф (К —0.5) 
式 中 ，9 — 18 hi БЕ Ж. 
模拟 标准 随机 变数 z 后 , 按 下 
AKA, 
X =0,2 + m, 
RE, IRA ERS ВЕНЫ 
НЯ ЖЕ FARIT 
X=0, 0 (R-0.5)+m,, 8.3 
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如 果 模 拟 在 计算 机 上 实现 ， 则 以 中 心 极 限定 理 为 根据 。 当 
综合 足够 多 的 独立 的 随机 变数 时 ， 比 较 它 们 的 方差 ， 将 是 服从 
下 态 分 布 的 随机 变数 综合 的 随机 变数 越 多 ， 越 授 近 于 正 态 分 
布 。 经 验 表 明 ， 只 须 模拟 六 次 就 可 获得 实际 正 态 分 布 足够 的 精 
К. 因此， 模拟 正 态 分 布 的 方法 为 :综合 六 个 0 到 1 的 随机 数 ， 
使 其 和 标准 化 ， 即 先 求 标 准 数 z， 后 求 随 机 数 X。 我 们 作 相 应 的 
变换 ， 令 

У=К,+К„+К,+К,+К„+К‹„«, 
Жн, Ripe Re KTA ТЕО 1:2 Їн] ВЕН. ЖП 2 
V 的 数学 期 望 ， 方 差 和 均 方 差 ， 

MOV)=m,=m, + т, + ++ тт, 
2, Mas ту, УУК, ,R,,… ,Re 的 数学 期 望 。 
个 过， 它们 都 等 于 0.5。 从 而 ， 

т„=6х0.5=3, 

按 方差 各 的 定义 ， 我 们 求 随机 变数 v 的 方差 

D,=D,.+D,+'..+D.,., 
式 中 D, Dpt D, —— rm R ,R,,… RANÉ. 

大 家 知道 ， 随 机 变数 R 的 方差 在 (4,B) 区 域内 ， 有 固定 的 密 
ВЕ 

р,= 48-0) 
12 
在 我 们 的 条 件 下 ，a=0;,8= 1 所 以 
1 


因而 D,=6x- =L, 


所 以 其 均 方差 
• 218。 


_1_ 
„9° 
使 V 值 标准 化 ， 即 
z= М (у), 
а | 


D 


再 由 2z 求 X， 即 


X =g.2z + M.. 


6 
V = > Ri, 
i=l 


u =" 


X=0,/ 7( S R - 3 ) +M.. 
i=] 


例题 8.7 模拟 服从 正 态 分 布 的 随机 变数 X 的 四 个 可 ВЕН. 
其 参数 为 ， т, = 0,0, = 1 т, =2,0.=3. 


解 ” 按 公式 X=0,V (ZR -3)+m, HRR. BHI 


о Е АӘК, WM: 0.37, 0.54, 0.20, 0.48, 0.05, 
0.64. | 


8 


R= УВ, =0.37+0.54+0.20+0.48+0.05 
i=1 


+0.64=2.28, 
“. х, = (2,28 3) 2 +0 = ~ 1.008. 
再 在 随机 数 表 中 任 取 六 个 数 ， 加 总 ， 并 按 公式 求 z。。 依 此 
RE, Kr Mra. 
为 了 求 z 的 可 能 值 ， 可 用 公式 


2==0,„х;+ Ma. 


т, =2, 0,=3, xv;=zxz;=~1.008, 
. 2, =3(- 1.008) -2= ~ 2,824 
间 理 可 求 z，,z 和 2 
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$4 排队 服务 系统 的 模拟 举例 


例题 8.8 ” 某 服 务 系统 有 三 个 服务 员 ， 输 入 流 为 泪 松 流 , 服 
务 时 间 为 指数 分 布 /(r)=5e“ 。 每 个 顾客 服务 时 间 等 于 0.5 分 
钟 。 求 在 T= 4 分 钟 内 被 服务 顾客 的 数学 期 望 。 

E 设 了 ,=0 时 ， 第 -- 个 顾客 到 达 ， 顾 客 由 第 一 号 服务 员 
服务 ， 第 一 个 顾客 服务 完毕 的 时 刻 为 工 +0.5=0+0.5=0.5。 

下 一 个 顾客 到 达 的 时 刻 按 下 式 计 算 : 

了 二 

式 中 7; 一 第 i 一 1，i 个 顾客 间 的 间 隐 时 间 ， 

ti 的 可 能 值 按 下 式 模拟 


1 ] 


НИ ЖА =5，..Ti=0.2( ln Ri). 

МЕ, НББ СИА). М, ЖЕ, =0.10, HH 
т, =0.2(-ln0.10)=0.2x2.3=0.46. 第 一 个 顾客 到 达 时 间 T， 
= 0, 第 二 个 顾客 到 达 的 时 间 为 了, =T, +0.46=0+0.46=0. 46. 
这 时 ， 第 一 号 服务 员 正 在 为 第 一 个 到 达 的 顾客 服务 。 因 此 ， 第 
二 个 到 达 的 顾客 由 第 二 号 服务 员 服 务 。 第 二 个 是 客服 务 完 毕 的 
时 刻 为 了 ,+0.5=0.46+0.5=0.96。 

按 随 机 数 表 的 顺序 再 取 一 个 随机 数 R, = 0.09, 模拟 第 二 和 
第 三 个 到 达 顾 客 间 的 间 陪 ， 

T, =0.2( —In0.09)= 0.2x2.,41=0.482, 

因为 第 二 个 顾客 到 达 的 时 间 为 T, = 0.46。 因 此 , 第 三 个 顾客 到 
达 的 时 刻 为 T, =T, +0.482=0.46+0.482=0.942, ХЫ], Ж 
一 个 到 达 的 顾客 已 经 被 服务 完毕 ， 所 以 第 三 个 到 达 的 顾客 由 第 
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— HR 3 YR 2. Б 4 ВЕ 3 ЕНЕ Зу Т,=0.942 
+0.5=1.442. ЖЖЖЖ. HOP uE) F (8.1). WREN 
客 到 达 时 ， 所 有 服务 员 都 不 室 ， 则 该 顾客 立即 离 去 。 由 表 中 用 
见 ， 当 第 20 个 顾客 锌 服务 完毕 时 ，Te=4.148>4 分 钟 , 所 以 ， 
第 20 个 顾客 也 得 不 到 服务 而 离 去 ,这 对 服务 系统 说 .是 个 损失 、 
ШЖ 工 >4 分 钟 ， 停 正 模 拟 。 由 表 (8.1) 可 见 ， 在 4 分 钟 内 ,有 20 
个 顾客 到 达 ， 但 被 服务 的 只 有 12 个 ， 即 x, = 12。 如 此 类 推 ， 进 
行 五 次 试验 ， 可 得 ,Xx,=15, х.=14, z,=12, Xs=13, zí = 
15。 因 而 ， 六 次 模拟 结果 ， 被 服务 顾客 的 平均 数 为 z = (2 x 12 
+1x13+1x14+2x15)+6=13.5. MÆ 4328h 内 平均 服务 
13 .5 个 顾客 。 

例题 8.9 ИЯ ,配备 一 个 服务 员 。 顾 客 到 达 
间隔 为 指数 分 布 ， 即 1 Ст) = 0.8е79' 5", 服务 时 间 按 f，(1)= 
1.5e”““ 分布 试 求 闪 小 时 内 ， 店 服务 顾客 的 平均 数 , 顾 客 平 
均 服 务 时 间 ， 被 服务 的 概率 ， 损 失 概 率 ， 

解 f(T)=0.8e- t үт; Т АДИ. 

Tt; = — ак, =1.25( ~ InRi)。 


随机 数 民 ; 取 昌 随机 数 表 。 x 
ВЕ 25 ВРТА СЕ) =1.5е`!'5', БЕРЕ; К АЖ. 
___ 1 ipp inr. 
р; = к 0.676 Іле; ) 。 
PE ULAT R A MILAR. 
Т, — 0-——Ж-—1Ж1 2 3) 18 BJ Ж . 如 果 随 HL Y r, = 0. 10, 
则 为 第 一 个 顾客 的 服务 时 间 
t, =0.67(-ln0.10)=0.67x2.30=1.54( 分 钟 )， 
第 一 个 顾客 服务 终了 时 刻 Т, = 1.54 分 。 
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8—1 

Ç m 1р 顾客 到 达 问 隔 | 顾客 到 达 时 刻 限 务 完毕 时 刻 ” ,+ 0.5 Li 
号 | = 0.20. ROT, = Т,-у +T, g 2 号 3 号 服务 服务 
1 0 0.500 1 

2 | 0,10 | 2.30 0.460 0.460 0.960 1 

3 | 0.09 | 2.41 0.482 0.942 1.442 1 

4 | 0.73 | 0.32 | 0.064 1.006 1.506 1 

5 | 0.25 | 1.39 0.278 1.284 1.784 | 1 

6 | 0.33 | 1.11 0.222 1.506 2.006 1 

т | 0.76 | 0.27 0,054 1.560 2.060 1 
8 | 0.52 | 0.65 0.130 1.690 1 

9 | 0.01; 4.60 0.920 2.610 3.110 1 

10 | 0.35 | 1.05 | 0.210 2.820 3.320 1 

11 | 0.86 | 0.15 0.030 2.850 3.350 | 1 

12 | 0.34 | 1.08 0,216 3.066 1 
13 | 0.67 | 0.40 0.080 3.146 3.646 1 

14 | 0.35 | 1.05 0.210 3.356 3.856 1 

15 | 0.48 | 0.73 0.146 - 3.502 1 
16 | 0.76 | 0.27 | 0.054 3.556 4.002 1 
17 | 0.80 | 0.22 | 0.044 3.600 1 
18 | 0.95 | 0.05 0.010 3.610 1 
1910.90 | 0.10 0.020 3.630 1 
20 | 0.91 | 0.09 | 0.018 3.648 4.148 1 
21 | 0.17 | 1.77 | 0.354 4.002 х1=| 8 

| x р 12 


再 取 随 机 数 ?, =0.69， 则 第 一 个 顾客 和 第 二 个 顾客 到 达 间 
RJE, BẸ 
Т,=1.25(-10.69)=1.25х0,37=0.46, 
第 一 个 顾客 到 达 时 刻 T, = 0， 第 二 个 顾客 到 达 的 时 刻 T, = 
T, +0.46=0+0.46=0.46, 
这 时 ， 服 务 员 正 在 为 第 一 个 顾客 服务 (0.46<1,54), 央 此 ， 
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第 二 个 顾客 因 得 不 到 服务 而 高 去 . 
按 随 机 数 表 中 的 顺序 取 尺 :=0.07, 模 拟 第 二 和 第 三 个 顾客 
间 的 到 达 间 隔 . 
Ts=1.25(~1n0.07)=1.25x2.66=3.32. 
第 二 个 顾客 在 T, =0.46 分 钟 到 达 ， 所 以 , 第 三 个 顾客 到 达 


558—2 
ЕД 达 | 随 机 数 в «= 时 间 顾客 到达 间 B 
2 W R - LR, 
到 号 т, = 1.256 - 1nR,) 了 ,= 了 1+T， 
1 0 
2 0.69 | 0,37 0.46 0.46 
3 0.07 | 2.66 3.32 3.78 
4 0.49 | 0.71 0.83 4.67 
5 0.41 | 0.89 1.11 5.78 
6 0.38 | 0.97 1.21 6.99 
7 0.87 | 0.14 0.18 7.17 
8 0.63 | 0.46 0.58 7.75 
9 0.79 | 0.24 0.30 8.05 
10 0.19 1.66 2.08 10.13 
11 0.76 | 0.27 0.34 10.47 
12 0.35 1.05 1.31 11.78 
13 0.58 | 0.54 0.58 12.46 
14 0.40 | 0.92 1.15 13.61 
15 0.44 | 0.82 1.02 14.63 
16 0.01 | 4.60 5.75 20.38 
17 0.10 | 2.30 2.88 23.26 
18 0.51 | 0.67 0.84 24.10 
19 0.82 | 0.20 0.25 24.35 
20 0.16 | 1.83 2.29 26.64 
21 0.15 | 1.90 2.38 29.02 
22 0.48 | 0.73 0.91 29.93 
23 0.32 | 1.14 1.42 31.35 
停 


° 223 ° 


的 时 刻 为 了 , =T, +T; =0.46+3.32=3.78. №, 服务 员 已 经 
闲 着 ，(3 .78>1.54) 因 此 ， 服 务 员 可 以 给 第 三 个 顾客 服务 。 

再 往 后 的 计算 过 程 ， 列 于 表 (8.2) 和 (C8.3)。 当 模拟 时 间 T; 
之 30 分 时 ， 模 拟 停 止 。 例 如 ， 在 表 (8.3) 上 , 当 第 23 个 顾客 到 达 
时 ，T, ,=31.35 光 30, 根 据 表 (8.4) 可 以 求 得 30 分 钟 内 被 服务 的 


8—3 
МЕ | 随机 服务 时 间 | “ШИ & 
ч É r, =" = 0.674 -lnr,) Z 容 Ж ЖЕ 务 | 被 服务 服务 的 
| Е 
1 |0.10 | 2.30 1.54 0 0 1.54 1 
2 / / / 0.46 1 
з |0.09 | 2.41 1.61 3.78 | 3.78 | 5.39 1 
4 Z и Z 4.67 1 
5 | 0.73 | 0.32 0.21 5.78 | 5.78 | 5,99 1 
6 [0.25 | 1.39 0.93 6.99 | 6.99 | 7.92 1 
7 ⁄ / / 7.17 1 
8 / / Z 7.75 1 
0.33 | 1.11 0.74 8.05 | 8.05 | 8.79 1 
10 [0.76 | 0.27 0.18 10.13 110.13 110.31 1 
11 10.52 | 0.65 0.44 10.47 [10.47 110.91 1 
12 10.01 | 4.60 3.08 11.78 (11.78 [14.86 1 | 
13 Z / pd 12.46 1 
14 / / / 13.61 1 
15 Z / и 14.63 ) 
16 |0.35 | 1.05 0.70 20.38 |20.38 [21.08 1 
17 [0.86 | 0.15 0.10 23.36 23,26 [23.36 1 
18 |0.34 | 1.08 0.72 24.10 124.10 (24.82 1 
19 | ZX | Z и 24.35 1 
20 | 0.67 | 0.40 0.27 26.64 126.64 129.91 1 
21 |0.35 | 1.05 0.70 | 29.02 [29.02 {29.72 1 
22 | 0248 | 0.73 0449 | 29.93 1 
| #13 9 
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顾客 的 平均 数 为 六 = - = 15 .5， 平 均 服 务 时 间 + — а 


0.748; 被 服务 的 概率 Ph = 2274 —0 662, АИЖК Ра = 


1-Р = 10.662 = 0.338, 
因此 ， 有 66% 的 顾客 得 到 服务 ，34% 的 顾客 没有 被 服务 ， 


表 8 一 4 


到 达 的 ,被 服务 的 № #| 平均 服务 时 间 | 


| ажиж аса sO NE я ив 

мя | Ма | tja Nae | 二"Wa| 
1 22 | 13 | 11.73 0.90 0.591 0.409 
2 25 17 8,80 0.52 0.680 0.320 
3 24 16 | 13。46 0.84 0.667 0.333 
4 22 15 | 12.19 0.81 0.682 6.318 
5 20 13 | 11.99 0.92 0.650 0.350 
š 27 19 9,57 0.50 0.704 0.296 
I 140 93 4.49 3.974 


718.10 简单 系统 可 靠 性 的 估计 , 设 系 统 由 顺 次 连接 的 
两 个 元 件 组 成 。 两 个 元 件 中 ,任何 一 个 元 件 发 千 故 障 ， 系 统 就 
停止 运转 。 第 一 个 元 件 有 两 个 组 成 部 分 4,B( 它 们 平行 联接 如 
Ж A4、B 同时 发 生 故 障 则 第 一 个 元 件 发 生 故 障 。 第 二 个 元 件 由 
一 个 部 件 c 组 成 。 当 c 发 生 故 障 时 ， 第 二 个 元 件 发 生 故 障 。 试 用 
җы Кә Ж: а) 估计 系统 工作 的 概率 p"。 已 知 组 成 部 件 工 
КЖ. pC4)=0.8，pCB8)=0.85，pPCC) =0.6; b) 绝对 误 
茎 |p 一 D”|。 这 里 Pp 是 系统 的 可 靠 性 。 它 用 分 析 计 算 获 得 。 进 行 
ох. | 

# а) НВС: A 随机 数 ，0.10，0.09， 利 
0.73; 按 规则 : (1) 如 果 随 机 数 小 于 事件 的 概率 , 则 事件 发 生 ， 
如 有 果 随 机 数 大 于 或 等 于 事件 的 概率 ， 则 事件 不 发 生 ， 模拟 事件 
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A ，B，C， 处 于 工作 状态 。 模 拟 结 条 列 于 下 琢 。 


| 模拟 部 件 的 随机 数 | 参加 系数 工作 的 单元 
试验 次 数 | 组 成 部 件 | 一 一 一 一 一 一 一 一 
| A р ú C: 4 B C Jú #F | 系统 


] 第 一 个 元 忻 | 0.10 10.09 + + + 
第 二 个 元 件 0.73 - - - 
| 
2 第 一 个 元 件 0.25 | 0.33 | + + + 
第 二 个 元 位 10.76 - - - 
3 党 一 个 元 件 52 | 0.01 | + 十 十 
第 一 个 元 伯 0.35 + | + | + 
I 
1 第 -一 个 元 件 | 0.86 | 0.34 | - + + 
第 一 个 元 件 0.67 - | - |! - 


рСА):=0.8 且 0.10<<0.8， 则 事件 4 发 生 , 即 部 件 A 在 
这 次 试验 中 没有 发 生 族 障 ， 因为 p(B)=0.85, Н.0.09<0.85, 
所 以 ， HEBRE, ШАП BW £ S El EE. 
因此 ， 第 一 个 元 件 中 的 两 个 部 件 都 没有 发 生 故 障 ， 即 第 一 
个 元 件 工作 正常 。 在 上 表 中 相应 的 部 分 画 成 “+ 
因为 BCC)=0.6， 且 0.73>0.6， 所 以 事件 C 没 有 发 生 。 即 
部 件 《 发 生 故 障 。 换 名 话说 ， 第 二 个 元 件 ， 亦 就 是 系统 发 生 故 
障 ， 停 止 工作 。 在 .上 表 的 相应 的 格 中 男 成 “一 ”号 。 

在 上 表 中 进行 四 次 模拟 ， 我 们 进行 50 次 试验 后 ， 得 到 28 次 
系统 处 于 正常 工作 ,作为 已 知 可 靠 性 p 的 估计 信 p"=-< = 0.56. 
b) 求 p。 第 一 个 和 第 二 个 元 件 正 常 工作 的 概率 相应 为 ， 

р, =1-р(А)-р(В)=1-0.2х0.15=0.97, 

р, =р(с)=0.6 
“系统 正常 工作 的 概率 р=р, хр, =0.97х 0.6 =0.582, ИЖ 
АХ ТАЗЕ р-р”|=0.582-0.56=0.022. 
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例题 8.11 设 排 路 服务 系统 内 ， 瑟 备 两 个 服务 员 。 供 顾客 
排队 的 位 置 站 =3。 当 顾客 到 达 时 ,三 个 位 置 都 不 空 ， 顾 客 立 即 
腐 去 ， 另 求 服 务 。 顾 客流 用 相 邻 顾客 到 达 间 隔 时 间 表 示 。 它 们 
是 独立 的 随机 变数 ， 并 服从 同样 的 非 指 数 分 布 1(t)， 每 个 顾客 
的 服务 时 间 也 是 随机 变数 .它们 都 服从 非 指 数 分 布 oG). Н. 
PE) 与 1(1) 的 误差 对 所 有 顾客 都 相等 。 试 用 荣 特 ~ 卡 罗 法 模拟 
排队 服务 系统 。 我们 只 进行 一 个 实现 。 系 统 极限 状态 Goo) 
时 的 近似 的 运行 指标 : 

a) ”占用 服务 员 的 平均 数 ， 

b) 顾客 平均 排队 等 待 时 间 ， 排队 等 待 时 间 的 方差 

c) 损失 的 概率 。 

建立 模拟 图 和 模拟 结果 的 作业 图 。 


没有 顾客 排队 ИЕП ЇКА 


图 中 状态 数 是 有 限 的 , 且 由 一 个 状态 可 以 转移 到 其 它 任 何 状态 ， 
系统 虽然 不 是 泊 松 分 布 ， 但 它 是 平稳 的 。 因 而 系统 可 按 一 次 可 
能 实现 模拟 。 为 了 简单 起 见 ， 设 初始 时 刻 f =0， 系 统 处 于 状态 
5o。 顾 客流 在 时 间 轴 of 上 。 即 随机 点 的 系列 全 tg, eee 一 相应 
为 第 一 ， 第 二 ，… ,顾客 到 达 的 时 刻 ( 见 图 8.6)。 顾 客流 的 模拟 
按 如 下 方式 进行 。 建 立 顾 客 到 达 间 隔 时 间 T 的 分 布 沙 数 ， 


F= | Кр ( > 


并 模拟 随机 变数 值 T, =F~!CR) 令 时 间 轴 上 Т,=0,, В 
一 个 顾客 的 到 达 时 刻 。 在 随机 数 表 中 取 不 同 的 R 值 ， 得 到 T, = 
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Eta, Таз, СИ 8.505, ХНЫК. ЖЧ 
ЖЗИ 8.6). 


8.6 


在 时 间 轴 (9) 上 ,我 们 标 出 顾客 到 达 时 刻 。 在 它 的 下 面 ， 我 
们 画 出 五 个 时 间 轴 ;，(1)，(2)，(3)，(4),，(5)。 在 轴 (1) 和 
(2) 上 ， 家 示 两 个 服务 员 的 状况 ( 粗 线 部 分 表示 服务 员 “ 忙 着 ”， 
细 线 表示 “ 空 着 ”)。 在 轴 (3)，(4)，(5) 上 ,表示 三 个 排队 位 置 
的 状况 ( 粗 线 表示 “ 占 着 ”, 细 线 表示 为 “ 空 着 ”) 。 五 条 轴 和 (o) 轴 
的 计算 的 单位 时 间 相 同 . | 

在 t | 之前， 即 第 一 个 顾客 到 达 之 前 ， 所 有 服务 员 和 所 有 排 
队 位 置 都 空 着 。 在 二 时 刻 ， 第 一 个 顾客 到 达 。1 号 服务 员 为 他 
服务 。 服 务 时 间 用 模拟 确定 。 这 时 ， 我 们 取 随 机 数 К, МУ 

Кеф) = | poar, 

e t=@$ (R). 
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式 趾 Ф- НЫ. f PQ Ж. 

第 … 个 顾客 的 服务 时 间 模 拟 值 用 fi 表示, АЕ А. 
用 料 线 标 在 轴 有 (1) 上，( 见 图 8.6) .在 上 时 刻 第 一 个 顾客 到 达 ,第 
一 号 服务 员 正在 为 第 一 个 顾客 服务 。 第 二 个 顾客 便 请 2 号 服务 
员 服 务 。 再 模拟 一 个 r+， 用 7, 表示 ， 用 粗 线 自 t, 开 始 画 起 〈( 见 图 
8.6 轴 (2))， 

在 t; 时 刻 两 个 服务 员 都 不 空 ， 到 达 的 顾客 只 好 排队 ， 等 待 
服务 , 即 占 用 第 一 号 位 置 ( 见 轴 (3))。 一 直 等 到 服务 员 有 空 出 来 
为 它 服务 。 在 我 们 的 例子 中 2 号 服务 员 比 1 号 服务 员 较 早 空 出 
来 。 这 时 ， 轴 (3 上 停止 画 粗 线 ， 而 把 它 转 到 轴 (2) 上 ， 再 模拟 
服务 时 间 T,。 在 轴 (2) 上 遂 新 的 粗 线 ， 而 在 轴 (3) 上 画 细 线 ( 排 
队 位 置 空 着 )， 

我 们 不 再 重复 叙述 。 因 为 这 已 经 清楚 地 表示 在 图 (8.6) 上 
了 .在 图 上 ,在 区 间 ( 占 用 服务 员 和 位 置 ) 的 对 面 ， 标 出 顾客 的 
编号 。 当然 ， 这 样 的 模拟 应 有 足够 长 的 时 间 工 . 

现在 我 们 根据 这 个 现实 求 系统 的 效率 指标 ， 慨 率 p,，p,， 
ps, 将 是 占用 0， 1,2 号 服务 员 的 概率 。 这 里 用 PRID: = р, + Dš 
+p,+p., ËEA2E4p.,, ВН Ноя, MARS ARZA 
的 时 间 工 有 一 个 服务 员 忙 着 的 时 间 T IB 4 ЛЕ bY TU 3 BJ RJ 
闻 工 ; 。 足 够 长 的 时 间 工 包括 着 : 

T=T, +T, +T. 
在 T 很 长 时 ，p,，p;，D; 近 似 等 于 ， 


2 


T, T, 
Po ~= т 73 PIX т} D; < F 


НЫ, ВЕРЯ, 工 的 起 始点 不 能 从 to 算 起 .而 
РУ JA ВЕН ТАН РЕНО НЯ. 
RAO, 1, 2, ЗВЕНЕ ро, Pi, p.p I. 再 把 很 
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长 的 时 间 T 分 成 0 1, 2, 3, MEXHO, 1, 2, ЗАМ 
排队 时 间 ， IX FÉ: 
р. = To, p 57 11 , P, 一 1. ; рз 
Т T T 
占用 服务 员 的 平均 数 用 一 般 的 方法 即 可 求 得 ， 
К=1хр,‚+2р,=р,+2р,, 
顾客 平均 待 解 时 间 ， 按 如 下 方法 确定 ， 
I ТЕЛНЕН ЕЕН ТЕ, ДЕ, и, кы, зк, НЯ 
客 到 达 时 刻 。 如 果 第 K+ i 个 顾客 到 达 时 立即 得 到 服务 (或 立即 
离 去 ) ， 则 它 的 等 待 HB], t "=0， 如 果 该 顾客 参加 排队 ， 则 
它 的 等 待 时 间 在 轴 (3),(4) 利 (5) 上 。 顾 客 平均 排队 时 间 近 似 地 
等 于 这 些 时 间 的 算术 平均 值 . 


Т & 


- S А+; 
RRD ү А 
ЭРИН) Ау 27 22, АЈНА hy r hk 
1 k +i 一 
РТА R D O )?— ta 
最 后 求 损失 的 概率 


үт, 
AP 六 一 没有 得 到 服务 的 顾客 
N 一 在 该 段 时 间 内 到 达 的 顾客 的 总 数 ， 
例题 8,12 ”用 统计 试验 法 模拟 爱 尔 朗 流 、 爱 尔 朗 服务 时 间 
多 通道 排队 系统 ， 
解 ТЕЖ. БЛЯ 


(АБУ {КТ I e` `В} 


рая > 
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分 布 函数 


(ЖУБУ е^ 
D=) лур 
R 阶 爱 尔 朗 分 布 是 由 R 个 独立 同 指数 分 布 的 随机 变数 和 的 分 
布 ， 其 参数 为 和 指 。 如 果 随 机 变数 妃 为 指数 分 布 ， 这 时 
= - ак, 
相 邻 两 个 随机 变数 之 和 为 
=, Ezis 
即 二 阶 受 尔 天 分 布 ， 其 参数 
ла = Ми. 
通常 ，R 阶 爱 尔 朗 分 布 为 R 个 独立 的 同 指数 分 布 的 和 的 分 
Aie BẸ 


1 Б1п (ЕЁ, R, Ri). 
入 措 


р; == — 


wP R,,R,,…,R; 一 一 在 (0,1) 间 的 均匀 分 布 数值， 

2. 系统 内 有 8S 个 服务 员 , 顾 客 按 到 达 先 后 次 序 给 予 服 务 。 
服务 时 间 为 1 最 ff。 如 采 第 守 个 顾客 到 达 的 时 刻 为 瑟 。 这 时 ， 所 
有 服务员 都 不 室 ， 顾 客 开 始 排队 。 关 顾客 到 达 强 度 为 和 ,服务 强 


度 为 4. 系统 的 负荷 为 p= ‚сей о<ви, 则 系统 处 于 平稳 状态 ， 


解 题 的 框图 如 图 8 .4 所 示 。 现 在 ， 我 们 讨论 计算 程序 。 
第 一 个 顾客 到 达 系 统 的 时 间 为 T;、 第 S 个 服务 员 空 亲 时 间 
为 T;,。 开 始 ， 所 有 TT, 都 等 于 0。 计 算 终 了 时 间 一 一 T 族 。 假设 有 
i 个 顾客 到 达 ，t; 是 第 i 和 第 а-р 个 顾客 的 到 达 间 隔 ， 第 i 个 
顾客 到 达 时 刻 为 
Ti:=T; +, T,=0. 
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我 们 来 检查 一 下 服务 员 的 服务 情况 。 如 条 有 空 亲 的 最 务 员 
T&T; ИИА 20. В, T.T + imit. BiTA 
顾客 等 符 时 间 为 9，，w; = 0。 如果 有 几 个 空 亲 的 上 服务员， 选取 最 
星空 闪 Tsai 的 服务 员 最 务 , 如 果 所 有 服务 员 都 不 空 。 即 工 >T 
ПЕ НЕВА АЕ. 

第 i 个 顾客 等 待 服务 时 间 为 

Wi= Tnin Ti, 


T= 0, 151, i=l 
Ts=0 S =} ‚2 per 


< h 
| Ti = Tr 


Т; < Та 


Ís = emin: Es 
јас 


8.7 多 通道 服务 系统 框图 
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服务 员 为 第 i 个 顾客 服务 完毕 时 刻 为 
Г, = Tomin + ! 服 六 ° 
这 样 ， 我 们 可 以 分 析 下 一 个 顾客 。 1А SG BU ЖЕУ Т> 
T 愉 。 重 复 N 次 试验 ， 得 平均 服务 时 间 ， 


] М 
"` и. 
t = 1 


当 $=2, 3. 4; p=10.3~0.9 时 ， 按 上 述 模 型 在 电子 计算 
机 上 模拟 ， 其 结果 列 于 表 (8.5)。 我们 还 用 一 般 的 公式 ， 


pW 一 -从 进行 计算 ， 其 结果 也 列 于 表 C8.5) 


泊 松 流 、 指 数 服务 时 间 系 统 的 hw {йб 358.5 
S = 2 | S = 3 $ =4 

р | | 

ИЕ 在 电子 计算 д RFH j к | 在 电子 计算 

公式 计算 | 机 上 模拟 按 公式 计算 | 机 上 模拟 | 彼 公 去 计 算 | 机 上 模 报 
0.30 0.009 0.032 0.033 0.029 0.013 0.011 
0.40 0.190 0.188 0.073 0.076 0.038 0.035 
0.50 0.333 0.336 0.158 0. 143 0.087 0.090 
0.60 0.562 0.56; 0.296 0.312 0.179 0.126 
0.70 0.961 1.002 0.547 0.537 0.351 0.2732 
0.80 1.778 1.710 1.079 1.079 0.746 0.591 
0.85 2.601 2.616 1.523 1.650 1.149 1.034 
0.90 4.263 4.078 2.124 2.630 1.969 1.906 


Ж ЖТФ, S— B ñ # H 
由 天 (8.5〉 中 数据 可 见 ， 在 电子 计算 机 上 模拟 的 结果 与 按 
公式 计算 的 结果 ， 相 差 很 小 。 因 些 ， 在 模拟 法 可 以 在 实际 中 应 
用 。 
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мла “排队 模型 的 经 验 公式 


随 着 电 算 技 术 的 发 展 ,以 前 不 能 用 分 析 法 求解 的 排队 问题 ， 
现在 可 以 用 电子 计算 机 模拟 来 获得 经 验 公 式 。 本章 将 分 别 讨论 
排队 论 的 经 济 评价 、 排 队 模 型 的 一 些 经 验 公 式 及 表格 法 。 


$1 排队 论 的 经 济 评价 


在 排队 论 中 应 用 期 晶 费 用 国 数 方程 ,能 够 实现 运行 指标 好 ， 
结构 合理 的 服务 系统 . 

期 组 费用 函数 方程 有 两 种 表示 方法 ; 

(1) 服务 成 本 和 顾客 服务 费用 ， 

(2) 顾客 排队 和 设备 闲置 费用 ， 

下 面 我 们 用 例题 分 别 说 明 ， 

例题 9.1 设 排队 模型 为 M| M|. 费用 函数 ЖЕ, MAM 
时 间 内 的 服务 成 本 与 顾客 在 系统 内 逗留 时 间 的 费用 之 和 : 

Е=ис, +ЁЬ=с.. 

式 中 A 一 服务 强度 

ci 一 当 &= 1 时 ， 服 务 员 服务 单位 时 间 的 器 用 ， 

Cc, 一 顾客 在 系统 内 如 留 单位 时 间 的 费用 . 

L 系 一 系统 内 顾客 的 平均 数 


P А, 
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为 了 求 最 小 费用 ， 对 上 式 中 的 & ETMA, HELETE, М 


наи Mhtp (ш>. 

例题 9. 2 如果 上 题 中 的 c, 为 一 个 顾客 服务 的 费用 ， 试 间 
是 否 存在 最 优 服务 强度 ， 

解 ” 设 单位 时 间 内 有 》 个 顾客 诸 求 服务 。 如 果 系 统 处 于 极 
限 平稳 状态 ， 则 在 单位 时 间 内 应 有 ^ 个 顾客 被 服务 完了 。 这样 
单位 时 间 的 服务 费用 为 c14。 服务 系 统 的 总 费用 为 ， 


À . 
Е=с,А +e, ил (À = ш), 


虐 式 中 的 费用 孔 数 近似 于 c, 和 入 ， 所 以 不 存在 4 的 最 优 值 4”. 

例题 9.3 设 汽车 按 最 简单 流 来 到 自动 加 油 站 ,平均 每 小 
时 到 达 5 辆 ， 加 油 站 每 小 时 加 油 и 辆 汽车 ， 加 油 时 间 服 从 指数 
分 布 。 如 有 果 汽 车 停留 一 小 时 的 费用 为 1 元 ， 加 油 费 为 kc 元 ,车 
c | 二 2 元 。 求 加 油 站 合理 能 力 4， 


c. n _ 
解 алу Се, АБ, ci=2 元 ， 


с, = 1760, ^H” -5+ 26.58. 
即 每 小 时 接待 三 个 顾客 收入 最 多 。 
在 选择 服务 系统 合理 参数 时 ， 经 济 费 用 包括 顾客 排队 损失 
和 设备 朵 置 损失 。 期 望 费 用 方程 为 
Е =: [Тис +1 ~ р)пс, JT. 
式 中 E 一 总 费用 ， 
Lk 一 排 队 顾 客 的 平均 数 ; 
(1 一 Pp) 一 服务 员 空 内 的 概率 ， 
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с — Ж HERA 3 fy НЇН] ЖОЛ; 

а Ж Буз а {и Б] ЇБ] Р} ЙОН, 

п-- #5 А Нз; 

TI 一 计算 强 用 的 时 间 ， 

通常 只 需要 计算 服务 一 个 顾客 的 费用 ， 即 


式 中 NN 一 在 T 时 间 内 到 达 的 顾客 数 ， 

如 果 顾 客 排 队 费 用 不 大 ， 则 排队 顾客 很 多 。 反 之 ， 增 加 服 
务 设备 ， 提 高 服务 效率 ， 减 少 顾客 排队 时 间 。 为 了 确定 排队 服 
务 系统 的 合理 功能 ， 采 用 求 极 值 的 方法 。 即 


ЧЕ _ 
dp | 
2 | 
шж 9220, 则 我 们 可 得 到 合理 的 系统 负荷 ， 即 它 的 总 
费用 最 少 . 
对 MIM|, 型 有 
E =c LA + -pc 
РА 
Ти =P 
队 120° 
1 一 £- с,+61-ф)с,, 


- __ 2 
ЧЕ, __2р01-0)+0 „ о, ш, 


ар (1—0) 
рс, +с,) ~ 2р(с, - с) +С, = 0; 


L, d'E _ 
一 次 导数 ， dp (1-р)? 


所 以 最 少 费 用 为 


E, = 2С, (Vi с 一 1). 


Bao (Y14281), 

在 实际 计算 中 ， 不 仅 需 要 知 道 P", 而 且 需 要 知道 它 的 范 

围 .如 果 参 数 p 有 很 大 偏离 ， 但 费用 的 偏离 不 大 ， 则 表示 服务 系 
统 有 经 济 稳 定性 。 我 们 用 下 式 表 示 : 


2 
01-0) 22 
Е, 1-р С, 


вЫ 


当 顾客 流 为 最 简单 流 ， 服 务 时 间 为 定 长 分 布 时 ， 


- 《对 M/M 几 型 ).， 


Е, СҮЗ ас, 
Pmi V + 275 _1 
Иа, С 值 在 很 大 范围 内 波动 为 了 说 明 
经 济 佑 计 的 方法 。 我 们 假定 
с —=3. 
这 有 时， g= rt > ‚0*=0.50 CM/M/1 型 )， 
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Е, о: 


= — — 


— 一 ”一 一 一 一 一 一 + 1.82 1-р), “=0.62 
Еп 3.30(1—р) É 


(M/D/139), 
- F — Y ч р“ -= 
现 把 1 УХ RRI P F: 
min 
| Eı/E min 
— _ 

Са 2 3 x Са q 

Ci C1 ^ 
р мІ — _ І 

服 Ж 时 [н] 5} 布 律 

指数 分 布 Шоле ая 定 长 分 布 

0.1 1.356 1.644 1.803 2.306 
0.2 1.225 1.472 1.612 2.056 
0.3 1.114 1.313 1.132 1.813 
0.4 1.033 1.172 1.266 1.579 
0.5 1.000 1.061 1.125 1.360 
0.6 1.050 1.000 1.025 1.168 
0.7 1.267 1.041 1.208 1.030 
0.8 1.900 1.351 1.200 1.025 
0.9 4.200 2.656 2.225 1.554 


可 以 看 到 ，p "变动 20%， 指 数 分 布 的 服务 时 间 的 费用 便 增 
加 5%， 定 长 分 布 的 服务 时 间 的 费用 增加 10%， 
wp = 9 


Е 0 . _ 
Е теру + 201-0); p = 0.67 

(对 M/M/1 型 )， 
Е, р“ 


р сет) 25617 "=0.76 
E in 6.24(1—p) ( р)з p 0 T 


(对 M7D7 1 型 )。 
Вр pp’ 变动 20%，M/MJj1 型 增加 费用 20%, ，M7/D/1I 型 增加 费 
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用 60% 。 
为 了 直观 ， 我 们 把 它 申 成 图 〈9.1 和 图 9.2)》， 


| I 
L. d а + Í .  - аа 


O 0102030105056 0.7 0.8 0.9 P 


99.1 


E /Fm 


9.2 
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52 АКА 
ЮЖ КА: Уи = Ze, ERL = AW р. 


、 À ‚ 


又 因为 服务 系统 内 的 顾客 数 等 于 排队 的 顾客 加 正在 被 服务 的 顾 
客 即 
Їх 三 工 队 十 D= рир +p= 0(1+ р), 


.. Lg ЕА 1+ RW 
X Was ШЖ. ры „ Пуни. 


由 此 可 见 排队 模型 的 运行 指标 加以 用 KWHK м. ГИЯ 
们 利用 该 性 质 推导 排队 模型 的 经 验 公 式 。 

А. 单 通 道 排 队 系统 

(1) Ek |D| 138 

=. м, ЛИ АИ, HERS, НИЯ 
WKE, ЕТУ ЕНУ» ЗУНР F Ж: 


АА. 表 * 
52 2 РЯ 阶 数 
p 
1 2 4 8 
0.1 0.005 0.009 0.0001 0.000 
0.2 0.125 0.021 | 0.002 0.000 
0.3 | 0.214 0.050 x 0.008 0.0002 
0.4 x 0.333 0.102 | 0.022 0.002 
0.5 0.500 0.173 | 0.050 | 0.009 
0.6 | 0.750 0.285 0.103 | 0.025 
0.7 | 1.166 0.483 0.196 0.056 
0.8 | 2.000 0.886 0.400 0. 155 
0.9 | 4.500 2.140 1.250 0.583 


H P| А, оу ZW p ЖА. 
我 们 知道 ， 顾 客 到 达 为 最 简单 流 , HR 2 H) DJ E В, 


р 
Ур = 2 
ТА” ар) 


顾客 到 达 流 为 a 阶 爱 尔 朗 流 时 ， 


р" 
У = 0 
ИА Spy 


或 1 (1 0%) = 0"; 21 р — 2, pap- pa = 0, 


А ИТУ 队 
в p? = 一 一 一 一 一 一 一 ， 
或 1 + 2uW р, 


取 对 数 ， 得 


alogp = log ( 


и 
+2 /’ 


шй) 


М р= 0.18, ЖА СЖ) uW, =0.055, 
2х 0.055 
logiya X 0.055 


а= 1020.1 =L 


即 当 a=1 时 ， 顾 客 按 最 简单 流 到 来 ， 
当 p=0.5 时 ， 查 表 (ж) 得 ULW 队 =0.5， (1 =17。 计 算得 
а= 1, 
由 此 ,可见 , 当 顾客 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 时 ，a = 1. 
同 理 可 检验 计算 ， 当 1= 2 时 ，a = 2。 
м=р, а =3.6; 当 1=8 时 ，a=6， 
因此 ， 我 们 有 经 验 公 式 ; 
当 顾 客 到 达 流 为 二 阶 爱 尔 朗 流 时 ， 
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р? 
2н ( 1 一 p* ) ° 
4 ф=4], 


Уи = 


p? ® 
эрб1р? s) ° 
当 [=8HPF, 


Ув = 


p° 
72001-09 ' 
919.4 顾客 按 二 阶 受 尔 明 流 到 达 ， 其 强度 = 1 НШ 
服务 时 间 ，4= 2。 求 效率 指标 ， 
#1 按 文献 L10] 推 荐 的 公式 ， 


Ув = ó, — 1 + p 
Aup- p) 


式 中 6, 一 零 概率 ， 取 决 于 系统 负 共 水 平 ， 当 
о= 0.98], Ф, = 0.67. 


Ир 


0.67—- 1+ 2х 0.5? 
УУ ТУ. у 085. 
i тову 0059 
— + 2р? 
Гү = Ó. ——  .=0.085, 
4(1-—Dp) 


Га =1ду +o0=0.085+0.5=0.585. 
Их = Ур + 元 一 0.085 + = 0.585. 


М2 投 我 们 的 经 验 公式 计算 。 


2 VA 
К, Ро = 0.5 0.083. 
A= a-oa 2а-0.57): 


WA=W +--=0.083+--=0.583. 

Ly = МУ =1x 0.083 =0.083. 

Lg =L; +р=0.083+0.5=0.533. 
两 种 计算 结果 十 分 接近 ， 内 此 ， 我 们 说 ， 经 验 公 式 计 算 结 
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果 可 以 应 用 , 

现在 用 经 验 公 式 检 查 服务 员 的 能 力 是 否 合 理 。 如 有 果 顾 客 停 
闲 费用 为 c, = 0.75 元 服务员 困 置 费 用 为 c; = 2 元 

总 费用 方程 为 ， 

E=Lgc, +c, —p). 
ú ш Ар __р%__ 
И ез үст 2(1-—р?), 
201-0?) 
dE _ 6с,р2(1 р?) + 4р*с, 
ар 4(1-р*) 
НХ 0°(с,+2с,у—р°(3с,+4с,)у+2с,=0, 

用 求 根 公 

pè = (Эс, +4с„)у ETI + 4с,)2 4х 9с,(с, +2c,) 
Ве, +26,) БЕШ 

02.25 +8) +4/10.252-8х2х 4,75 
2x 4.75 
Ола = м 0.512=0.715. 
ВО В Т ЖЕЛИ: а" = 一 全 =- 一 二 
раж 0.7 
Пел H 42, ПИА, 

为 了 检验 经 验 公 式 的 正确 性 ， 在 电子 计算 机 上 模拟 了 几 种 
排队 模型 把 模拟 结果 和 用 经 验 公 式 计算 结果 一 并 列 于 244 Ш 
K. 

由 表 可 见 ， 按 经 验 公 式 计 算 的 结果 和 在 电子 计算 机 上 模拟 
的 结果 差距 很 小 。 因 而 ， 经 验 公式 可 以 用 来 求解 实际 问题 ， 

《2) D IG 13 

在 实际 生活 中 ， 存 在 着 这 样 的 排队 模型 ， 顾 客 按 定 长 分 布 
(等 间隔 》 来 到 服务 系统 ， 其 强度 为 入 ， 即 


E = +с,(1—р), 


—C,=0, 


= 0,912, 
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ч? +U ` һал 
| V 77777 77 777 T wy w ——— VT ' 

00171 | 001570 | З92У"Т | $725°0 — 0018° [| 0S26°0 | cez0`Z | 052Т°Т | o219°Z | 0/16°1 | 0028°2 | 09Z6`i ! 670 
x x 

LIV6°0 | 210170 | 682670 | 65170; OSZI I | 0928 0 | 01@1°1 | 012&°0 | 0118 011/70 | 0005°Т | 0602'0 : 8'0 
| 
| | 

7972 0 | 7970"0 | #9720 | F9r0'0 '0588*0 | 05$1°0 | 0288 0 | 025Т`0 | 0060°Т | 0988 0 | 0880°Т | 0888 0 20 
| | 

¿19 10 | 4710°0 | 181970 | 1510°0 2269. 0 | 2250°0 | 22990 | 2290°0 | 0894°0 | 08910 | 02//°0 | 02110‘ 0'0 
| 

0%0с`0 | 0700°0 | 3708°0 | stoo’ Н 0559°0 | 0220°0 ; 5555`0 | 5950 0 | 078870 | 0780°0 | 1985°0 | Tc80 0 | S'O 
x x . 

8070°0 | $000°0 | 600770 | 6000°0 КҮҮ £800°0 _ 880770 | 880070 | 035Р°0 | 0820°0 | 8077 "0 | 8010701 F'O 
x | . 
| x | | | x 

[008 0 | 1009 ü | 10060 | їйбу u ZE OF EEUU | SEOL J с200`0 | 0615 0510°0 | 0918 0 | осто‘ 8°0 
һи с 

000270 0 | 0002-0 0 800270 | co00'0 | 002 о. £000°0 | 5705°0 | @700°0 | 5705'0 | 5700 91 @0 
ШО ия | i 

000E°0 o 000170 | 0 | 000170 | о | 0001 0 | о | coot*o | 6000-0 | 600170] 6000°4 170 
| | | | | x | 
Н _—— О И 8—[— | | 
I x ҮТ #7 Үй Т x 2T | ҮТ | šT | “T ; #7 YT = T AT | 
— l _! НИИ | | | d | 
М "o | 
2 í %⁄ ë ú v | REYTAM | w шуу мы | 

EZTANA БЕ! {9 e На “ЕНШ; `` РС ҮН ЦЕ ИЩ 


s w 17 зн" 


| 
à 


а 


Í fal = const, À = 21. 
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服务 时 间 可 能 是 固定 不 变 的 ， 或 具有 不 同 的 概率 分 布 。 

为 了 计算 排队 模型 的 效率 指标 ， 需 要 有 经 验 公 式 ， 并 借 电 
子 计 算 机 模拟 验证 .为 此 .我 们 在 计算 机 上 模拟 &YY 队 值 , 系 统 f 
和合 p 自 0.1 到 0 .9 和 指数 分 布 服 务 时 间或 >、4、8 阶 爱 尔 朗 分 布 服 
务 时 间 。 计 算 结果 列 于 下 表 : 


到 达 流 为 定 长 分 布 的 WK 值 


x 
| 
| 0 
0.2 | 0.0063 0 0 0 
0.3 | 0.0433 0.0053 0 x 0 
0.4 | 0.1322 0.0294 0.003 | 0.0002 
0.5 0.2609 0.0790 0.0177 0.0022 
0.6 0.4989 0.1743 0.0566 0.0126 
0.7 0.8845 0.3663 0.1314 0.0444 
0.8 1.6214 0,7568 0.3190 0. 1255 
0.9 4.2939 1,9606 0.8775 0.4180 


5 С.И АНИ IL, uW р 的 值 与 负荷 ?之 间 的 关系 为 
Po7 1 
2а-рь> * 
式 中 02—036, ЕЮНИЛ T BR 26 BJ B] By ур. 
为 了 确定 b 值 ， 我 们 按 下 述 方法 考虑 ， 


Wy = 


НУ в. _ р” | 
р 2(1- 0°) 
W др? 

28У _ ОШ вр — 0° = 0; 
p © P 

_2BW в — p° (28А. + 1) = 0; 
p p 
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p? = Ур 
ОҢУ р, + р 
2UW 队 


blogo=log -一 全- 一 一 一 
2UW в + p 


把 计算 得 到 的 5 值 代入 不 同 的 服务 时 间 分 布 律 中 ， 当 服务 时 间 
为 指数 分 布 时 ，b=0.93， С ЖЕНИ, 6=1.90; ИШ 
КИЯ ЕЈ, 6=3.80 Лт КИ, 6=6.50. 

现在 可 以 写 出 各 排队 模型 的 LR: 

а) 定 长 分 布 流 ， 指 数 服 务 时 间 


CT 一 p083) 


За соу 
b) 定 长 分 布 流 ， 二 阶 受 尔 月 分布 服务 时 间 


uW p = 


БА = 


___ PË? __ 
La = 2(1-0!.°)* 
с) 定 长 分 布 流 ， 四 阶 爱 尔 计 分 布 服务 时 间 
5.3 
La = Pr 
М = 2G pš в) ° 


d 定 长 分 布 流 ， 八 阶 爱 尔 朗 分 布 服务 时 间 
рз .5 
2(1 一 085) ' 
根据 不 同 的 p 计 算 上 述 公式 中 的 z&， 并 用 电子 计算 机 模 志 
得 到 的 LK， 一 并 列 于 下 天。 由 表 可 见 ,两 者 相差 很 小 ， 因 而 ， 
经 验 公式 可 以 用 来 求解 实际 问题 ， 
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Гу, = 一 


| | | 
ETE I SIF O| 92271) 94570] 21271 
. | : j 


| | 
508 0. 860 `0; 006 0 00170 0605 上 


605°0| S80°T! S96°0; POP L РО9 0 907°Т! 909°0] 99T"z| 988 L, 260°2| 1621! 8°0 


| 


580°0| @6/°0! 260°0 866°0! £92°0 


x 


¿ZO 0] 759"0 P80°0! 60270] 60170 


| 
222°01 270 0| 1$4`0! 16070! 984"0 
| 


109"0 200 0 2090: 200" 0 


596 0 39c 0 ТСЕ "Т 129 °0 6715 °Т1| 619°01 2'0 


229°0 Р02 0| РОТ `0| 96870; 905`0' 668`0| 607 9 970 


| j 
| ! 
| 


ї05°0 100°0| 108°0| 100 0| b 800°0 608°0, 600°0| SF9°0 ü 659 0 680 0 889 0 BETO: 089°0: 08E 0 S'O 
| | 


| | | | 
218701 05971! 002470 002 с 1 G99 ¿41 S92¿ I 058°7 09675 9927F] 998 8 670 


аьа ЩА --+-: Є:—- — - -—-—  — —--Є-—--_:Г:.—.——-—-——— s. 


x | 
| | 


0070. of 007 "0! 0 ТОР 0| 1000) 10770 1000) 2170] 210°0] ТТЎ°0/ 11070 ово 6S0'0 $57°0| &60°0] p'o 
О x 
| ! ' 
008 0 0 008 0 0 008 0 0| 008 0 0| 808 "0| £00°0, [08 0| Т100°0 12870: TZ0°0, 8T8 0 Є10°0| 8°0 
| | | | | | | 
| | . | | 
00Z`0 0| 00270 0 002°0 0] 00@°0 6 102°0] 100°0| 002°0 O| с02'0 <00°0, 10@°0| 100°0/ "0 
И | x | 
001° | 0 001°0 O 001°0 0 ого 0 001°0 0 00170 0, 00170 O| 1°0 
| | | 
RE УИ зи ЗИ О ЗОО ОО ИИ и 
#7 07 “Т тт 学 了 | ЖЧТ | #7 17 | ZT | 了 | #7 | “iT | #7 | м7 
үз | Ш ш узшш | ш 9 | FIEF | кушйн | m wld 
И; Ж ЗИ АИ ГЕ [и] {Н 5 8 ЗЕМ СС | ЕБ И: Я — BC [Hl Fu $ A Чу 4 DE BE Fç lal {ШШ 


ЗЕЕ К ЦЕ Ера ИИ ` u = i Үү ЖШ 
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例题 9. 5 汽车 到 达 某 三 仓库 服从 定 长 分 布 ， 强 度 为 入 =5 
辆 /时 。 装 车 时 间 为 指数 分 布 ， 期 望 人 为 T=0.14 小 时 。 试 求 ; 
УКА, Lu fL z. 


解 ， 服 务 强度 为 k= 三 = 二 =7.14 辆 /时 
5 
系统 负荷 为 p= 一 = 二 40.7。 
Wi = p??? 0.7! 9% 


© Фи(1-р%°°') 2х7.14а-0.78 83) 
= 0.1244 小 上 时， 
Ір = Мр = 0.1214х5 = 0.62249, 
Ги = +р= 0.622 + 0.7 =1.32298. 
在 计算 机 上 模拟 得 ，W 队 =0.1238; LA =0.619;Lz =1.319, 
例题 9.6 设计 菜 仓库 ， 已 知 , 汽 车 到 达 仓 库 按 定 长 分 布 渤 
虑 ;其 间隔 为 0.2 小 时 ,卸车 时 间 服 从 指数 分 布 . 求 印 车 机 械 合 理 
能 力 。 设 汽车 待 印 一 小 时 的 费用 为 1 元 /时 ,而 印 车 机 械 闲 置 一 
小 时 为 2 元 。 


ж 汽车 到 达 强 度 为 =: -二 =5 辆 /时 ， 
排队 待 印 汽车 的 平均 数 


2.93 
р 


OETA 
系统 的 总 费用 方程 为 


Camp’ 3 
Е = Св +C -р) = EP = + CaA 
mha tC =p) 5(1—0% #7 161-0) 


Гр = 


НН 22 2 JJ SK AS B Fi Ж Sy IC И ЖИН ЖЕЛ, Пр 
用 如 下 方法 ， HALa, HARRE ЖЕ. ЕАК ЖРТ. 
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р P0 33 (| pai Сира CHi- p) Е 


a. - — — - = * aa -.— ж узма 一 一 一 一 - —--.- = 


| 
| 
i 
| 
1 
| 
x 
| 
| 
| 
| 


— — 2+, w m r 


| 


‚800 1.800 


0.123 0 0 1 
0.2 0.224 0.008 0.005 1.600 1.605 
0.3 0.331 0.030 0.022 1.400 1.422 
0.4 0.425 0.068 0.059 1.200 1.259 
0.5 0.525 0.131 0.138 1.000 1.138 
10.6] 0.621 0.221 0.295 0.800 1.095] 
0. 0.717 0.351 0.620 0.600 1.220 
0. 0.812 0.520 1.380 0.400 1.780 
0. 0.906 0.734 3.700 0.200 3.900 
由 表 可 见 ， 最 少 费 用 为 p= 0.6 时 ， 因 此 ， 合 理 能 力 为 
‚ _ А 5 „ү 
п 一 一 一 -一 一 一 8.33 J. 
р 0.6 销 / 时 
为 了 便于 确定 5 值 我 们 作出 下 图 ， 
mis 
Е 
LL], 
| 图 9.3 
ВОРОН, КУ Ж РЖ. 
(3) M|G|18 


设 单 通道 排队 服务 系统 ,顾客 到 达 服 从 指数 分 布 ,服务 时 间 
ЛЕК. НУР ЖИ СОСО 各 自 独 立地 得 到 这 种 模 
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ше Ta b W в. Вр 


Ук = | (1+ og’), 
жт ру 
式 中 2 服 一 服务 时 间 的 和 倘 离 系数 。 
不 同 的 服务 时 间 分 布 ， 有 不 同 的 W. ERS HEA EE 


分 布 ， ДИ ч = 0, 


VWn Pr А 
à 2u (1 — p) ` 
车 服 务 时 间 为 指数 分 布 ， 则 v 服 = 1. 
~ ___ 
WA. p(1 — р) 
ИКИ, Mom = = 
Wp =- 1 十 下 р 


2K i-p) ° 

例题 9.7 矿石 列车 到 达 冶 炼 工 厂 。 列车 到 达 间 隔 时 间 服 
从 指数 分 布 ， 期 望 值 为 1 站 =2 小 时 ， 车 列 由 30 辆 车 组 成 ， 邱 车 
时 间 服 从 10 阶 爱 尔 庆 分布， 平均 印 车 时 间 为 TY=1I 列 /小 时 。 试 
Ж: Ув; В; 

解 每 次 到 达 的 车 辆 可 看 作 一 个 顾客 ， 
=0.5 列 /时 ; S = 


丰 列 平均 得 解 时 间 为 ; 


p 1 +K 0.5 1 
We = — —  — — — _ .. 十 一 一 一 
: 2u(1—p) K 2х1х0,5 


= 055/8, 
待 印 车 列 平均 数 为 ， 
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Li = Мр А = 0.55х0.5 = 0.2750]. 
例题 (8) 计算 资料 同上 例 。 如 果 列 车 到 达 间 出 时 间 和 服务 
时 间 都 服从 指数 分 布 。 求 上 从 和 您 队 


р —_ 0.5 _ 
Wp = —— P = =] 
М Wh= a-p “Tx0.5 OM 


р =Wp.à=1x0.5=0.57he 
即 本 题 的 效率 指标 比 上 例 增 加 近 2 倍 ， 


例题 9.9 ”如果 已 知 ， 列 车 待 卸 1 小 时 的 费用 为 СЫ = 276, 
印 车 机 闲置 1 小 时 费用 为 C 机 = 10 元 。 求 前 面 两 个 例题 中 前 务 车 
机 合理 生产 能 力 。 

м ” 匈 车 系统 费用 期 望 方程 式 为 


Ср (1+) 
Е = С +ъСС1- 0) = py _ +(1- Dp) 机 ° 


КЕ SUZLAR. ажай 


‚уси 1+ к [сн ‚Си ‚(1 1+) | 


C 印 ( | +) + 2C 机 


当 服 务 时 间 为 指数 分 布 时 ， 

| V 2x 2(20 + 2 х2) 

p 177 C 2x2+9 0.99 

。 А 0.5 

— ее | 

и 6 0.85 列 /时 。 
HIREA ALR ERE r Ahh, 

2х х 1.1020 +2х1.0). 0 

р =. 5х {1490 68, 
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.. À _ 0.5 _ 
H Жи: 0.74 列 /时 ， 


比较 两 种 服务 系统 ，1) 服 务 时 间 为 指数 分 布 A=0.5, 必 =1， 
р=0.5; 2) 服务 时 间 为 10 еж; K=10, А=0.5, 
р= 0.74, 0=0.68。 所 以 第 二 种 服务 系统 的 费用 减少 值 为 ， 
Св +C- Pi) 一 工 队 C 印 一 C 机 (1 一 0，) 


_ 2x0.68° 
тт . КЧ + | ñ ww ë p J | U J J ................ ....... U U ........ 
— 1001—~0.68)=6 ~ 4.64 :=1.3676/8. 


(4) E [E| 1 型 

ЕНА rh, ОВ B НЕВА 5 ЖА, ВА 
ЇЕ] Н] BJ АЛИК A, ДЕЗ ЕРУ КТ ABB M. JEK 
AZB. М, Акулиничеьс: 建议 采用 经 验 公 式 


К +1 р? 
W|). 三 一 一 二 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
i 2uK(I+p—-1) a-p)’ 


| 3 六 十 了 
Laz- L АНН е 
Мт A Казр-ь" <> 
把 不 同 顾客 到 达 流 和 服务 时 间 的 1 和 K 值 代入 可 得 下 表 : 
爱 尔 朗 一 爱 尔 朗 系统 内 排队 顾客 平均 数 工 队 


顾客 到 达 流 E 务 时 bD 分 布 # 
分 有 律 | жалт ке | armat К-2 | кез 
Ж ЛИЙ, р. 1.503 рз _ 0.83р3 
[= 2 ТУУ 了 1-р? Ара 
1-3 трет =} СЕ p 297 ШЕГИ? 
[4 队 = ВЕ LW = 22 = теру. 
1=5 ыр тро Ka трт py | А” apar 
(eG | A= UDT 


ТЕГ? 


顾客 到达 流 服 ka 时 间 分 № ж | 
分 布 律 К = | K=5 K=6 Е 
И x _ 0.75p3 Ly = 0.70p3 Ты = 0.6603 
[=2 Б (1-р?) i-p? 1-р° 
= x 0.88p3 ___ 0.8003 20.7503 _ 
"73 LI = oP Bto Lys (1-0)‹2+р) Г = (1-0) (2+ p) 
_ 0.9003 E 0.83p3 
54 = 7 Ея | къ (1-р)(3+р) LAS C-O + p) 
=5 | 1.1203 |, p3 © 0.9193 
2° араз I° ттр LA = (T ру(а+ ру 
1.2503 ` _ 1.100 ` p? 
| = x _ __ — 
° | = (1-р) 6 + р) LA 01-0) (5 +р) LA (1- p)(5 + p) 


此 外 ， 顾 客 到 达 间 隔 时 间 为 两 阶 爱 尔 朗 分 布 ， 服 务 时 间 为 
指数 分 布 时 ，[10)] 建 议 用 如 下 公式 ， 
uw = 2—08. Се») 
AF Ф„—®{ АЖЕ Ж. Нир, 
И ЖЕРЕ 2 2; BB 27 1п ЈА ДЕ 22 FF 8] JE Ж ЛБ BJ, {И 
如 下 表 所 列 


р x фо 0 x Фо 
0.10 0.98 | 0.55 0.64 
0.15 0.96 0.60 0.58 
0.20 0.94 0.65 0.52 
0.25 0.92 0.70 0.46 
0.30 0.88 0.75 0.39 
0.35 x 0.84 0.80 . 0.32 
0.40 | 0.80 0.85 | 0.25 
0.45 0.75 0.90 x 0.18 
0 0 0 0 


„50 | „70 | .95 | „07 
根据 上 述 两 个 公式 С) Co 计算 其 结果 ， 相 差 很 小 。 
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例题 9.10 ”汽车 到 这 料 库 的 间隔 时 间 为 五 阶 爱 尔 衣 分 布 ， 
平均 到 达 闻 隔 时 间 为 0.2 小 时 。 印 计时 间 为 指数 分 布 ， 平 均 部 
ННГУ т = 0. А. УУ BIL , 

м 汽车 到 达 强度 X= - h = 5 辆 /时 4 


Ни: = 10 辆 /时 。 


А 5 _ 
ЯМ К ==, 0.5. 


系统 内 排队 顾客 (ТЕР) 的 平均 数 为 ; 


303 3х0.5° 
Гр з 0 (у, 166 
p (1-0)64 +0) 0.5x4.5 н 


„ и _ 0.166 _ о" 
Wa =— 0.03311], 
例题 9.11 计算 资料 同上 例 。 但 汽车 到 达 间 隔 时 间 为 指数 
分 布 ， 而 服务 时 间 为 10 阶 受 尔 半分 布 。 试 求 L 队 和 你 愉 ， 


p. (+k) 0.25 (1+ 


Le =a ay _ 
解 = 2(1~p) 2x0.5 


1\_ 
070270 


计算 结果 表明 ， 对 系统 效率 顾客 到 达 流 比 服 务 时 间 有 更 大 
的 影 啊 ， 

例题 ?.12 计算 资料 同上 例 。 但 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 上 服务 
时 间 都 是 5 阶 爱 尔 朋 分 布 。 试 求 ， 上 愉 和 W&. 

— p° _ 0.125 Zanan 
解 L= apar 05х45 0799999: 
Wa = PB 20.0555 o, 01i1 小 时 ， 

即 比 例题 GD pii. 
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B. 多 通道 排队 系统 
(1) Ек| Ding 
Pe BR 95 ЖАРУ Е dr РАКЕ 1. БИЖ ФАН ЕН ТАЈА М.Н 
数 分 布 ， 其 强度 为 X。 每 个 服务 员 的 服务 时 间 固 定 不 变 。 第 一 
нини 第 -二 个 服务 员 的 服务 强度 为 心 。 且 
,一 ULz。 系 统 处 于 极限 平稳 状态 ， 即 (4 tuS, 


95 0 УЛ ERENS H НИ, | 


А, 


| _ А 
HK 5 ЕНА far zK >É UTU Tu > и’ 0<р<1. ХЕ 


队 模 型 在 交通 运输 业 中 经 常 遇 到 ,例如 , 用 几 台 能 力 相 等 的 机 械 
疾 井 煤 ， 下 石 ， 河 砂 ， 到 达 的 汽车 具有 相同 的 型 号 :在 货场 集 
闭 箱 装 锦 地 点 用 两 台 虽 车 作业 ， 吊 车 能 力 相 同 ， 运 输 工 具 类 型 
相同 
设 顾 客 (运输 工具 〉 按 编写 大 小 ， 有 顺序 到 达 。 到 达 间 隔 时 
Etas Ézs tes ta, 
在 开始 服务 时 ， 第 一 个 到 达 的 顾客 由 -号 服务 员 服务 。 第 
二 个 到 达 的 顾客 由 二 号 服务 员 服 £, HT и, = р, = Соні, H 
上 二 0， 所 以 第 一 个 到 达 的 顾客 的 服务 完了 时 刻 比 第 二 个 到 达 
的 顾客 ,服务 完了 时 刻 要 早 . 因 而 第 沽 个 到 达 的 顾客 由 一 号 服务 
员 服 务 。 因 ft >>0， 即 第 二 .个 顾客 比 第 三 个 顾客 服务 完了 时刻 
顾客 到 达 间 隔 很 大 时， 在 该 段 时 间 内 ， 两 个 服务 员 都 闲 
了 。 顺 次 到 达 的 顾客 由 先 空 的 服务 员 给 予 服 务 。 因 此 ， 编 号 为 
单数 的 顾客 由 一 号 服务 员 服 务 编号 为 双 数 的 顾客 由 二 号 
服务 员 服 务 。 即 顾客 到 达 流 服从 爱 尔 朗 分 布 ， кн 
服务 系统 站 ,顾客 到 达 流 为 指数 分 布 , 服 务 时 间 固 定 不 变 ， 每 
服务 员 的 服务 强度 相等 ， cn. ШЕ ШЕП» 
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ИЛЛ ЕЛДУН G= 2)， 

同 理 可 以 推广 到 != 3，4，5，… 等 。 

现在 我 们 根据 前 面 介 绍 过 的 单 通道 排队 系统 ， 顾 客 到 达 流 
为 任意 流 ， 服 务 时 间 是 固定 不 变 的 排队 模型 计算 多 通道 排队 系 
统 的 效率 指标 ， 

设 有 两 通道 服务 系统 ， 顾 客 到 达 间 隔 时 间 为 指数 分 布 ， 固 
定 服务 时 间 ， 即 满足 如 下 条 件 : 


À 
у=, И.Н, PETs 0<0<1. 


到 每 个 服务 员 处 的 顾客 流 为 两 阶 爱 尔 朗 流 。 如 果 每 条 通道 的 负 
WA: 


A A 
p = l. , р = — 2. р, =p =р, 
1 H, 2 и, } Fi; 2 


则 ”每 个 服务 员 面 前 ， 排 队 顾客 的 平均 数 为 


р 
2(1-р?) ° 
系统 内 排队 顾客 的 平均 数 为 


Lp. = Lp + д = -人 


Lg = Li, = 


3 


同 理 ， 可 导出 不 同 顾客 到 达 流 的 L 队 ， 其 结果 列 于 下 表 
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Er Zç РДЫ 多 通道 系统 内 顾客 平均 3 
的 分 布 律 通道 1 通道 2 通道 3 通道 4 
3 1.5р3*8 2р4 
Ly = | Lys |1: | ри < 
指数 分 布 = зар 1-р | А 12078] rp 
142 108 |0488 | 1.5058 2р" 
21-12) | (1- 03:58) 1-p4:33 1-18 
|= a |2 _ | p33 | 1.507. 208 $ 
2(1- p23) © (1-р4+9%) 1- 06° 4 1-р? 5 
[= 4 р 1.50%. $ — 
2(1 - p3- 58) | (1—р8®ў (1-р7°5} 
l =5 ps: 27 | p'e 
у 2(1-р1:27) | (1_рб-8) 
1 =6 05:33 | р°'*°% 
2(1- рќ*93) | (1-р7°$) 
7 
1 = 8 р — — — 
2(1-р6) 


#1 89.13 成 件 货物 仓库 设计 。 设 汽车 到 达 强 度 入 = 2038 / 
时 。 它 服从 指数 分 布 。 用 义 车 外 车 ,每 台 义 车 机 能 力 为 &= 11.1 
辆 /时 ，。 如 果 汽 车 待 印 一 小 时 需要 费用 C 印 =1 元 /时 ， 义 车 МЕ 
一 小 时 的 费用 为 C 义 = 1 元 /时 。 试 求 合理 的 义 车 台数 。 


解 入 =20, и=11.1 “p= 即 为 了 保证 作业 


的 稳定 性 。p 二 1。 即 最 少 有 二 人 台 义 车 . 
我 们 用 多 通道 系统 的 效率 指标 : 


当 用 二 全 义 车 时 ， 系 统 负荷 p= 一-32 =0.9, 
用 三 台 义 车 时 ， 系 统 负荷 : Реа 50.6) 
НАХ, p= =- =0.45. 

待 印 汽车 平均 数 : 
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时 р? 0.9% 
п = 2Ң Ly = ам 
= ' СА 1-р 1-0.92 


1 503 8 1.5 x0.6 


=3.9438. 


— - La =" о = —— ——=0. 4. 
n SRF, BA ] — pš 8 1—0.62:8 28 

Е | 204.53 2х 0.4548 _ 
п 48, РР От = 0.055, 
期 望 费 用 方程 


E =LyCm +Си(1-руи. 

“н=2, Е=4.14756/0. 

n= 二 3，E=1.484 元 /时 . 

n= 二 4 时 ，E =2.255 元 /时 . 
即 仓 座 内 配备 三 台 义 车 最 为 合理 ,虽然 ， 这 时 义 车 的 利用 率 上 内 
有 60%。 如 果 配 备 四 人 台 义 车 ， 则 每 小 时 增加 费用 0.77 元 ， 如 采 
配备 二 人 台 义 车 ， 虽 然 它 们 的 利用 涵 可 达 90% ， 但 每 小 时 损失 
2.66 元 。 | 

例题 9.14 设计 荣 人 仓库 。 汽 车 到 达 仓 库 印 车 ， 每 小 时 平均 
到 达 30 辆 ， 汽 车 到 达 间 隔 时 间 上 服从 两 阶 受 尔 朗 分 布 。 参 加 运输 
的 汽车 类 型 相同 ， 载 重 相等 。 汽 车 待人 印 一 小 时 的 费用 为 2 元 。 铭 
车 时 间 固 定 不 变 。 

ЖИЛ Же ЖН F ЭИ ЕДЖ. 
р Ве, HJ3ESBEFu I -= 43 辆 /时 ， 闲 置 费 为 C 吊 =3 元 /时 ， 
2) СЕРЫ, u, =21.5 辆 /时 。C 吊 三 2 元 /时 ) 
3) ЕН, и, = 14.3 辆 /时 。C 员 =1 元 /时 ， 

其 它 条 件 相 同 ， 试 求 最 优 方案 ， 即 期 望 费 用 最 少 的 方案 ， 

解 ” 汽 车 到 达 按 二 阶 爱 尔 朗 分 布 。 对 双 通 道 说 ， 每 个 通道 
的 到 达 流 为 4 阶 爱 尔 天 分 布 ， 其 强度 为 人 , = 0.5 和 A， 车 是 三 通道 ， 
每 条 通道 的 到 达 流 则 为 六 阶 爱 尔 朗 流 ， 强 度 为 ,= 0.333А, 

系统 负荷 水 平 ， 
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“onsin, e=. = 30 чот, 
n = 2], р „Д5 = 0.70. 
n=3 时 ， p= ОО от, 
系统 内 排队 汽车 平均 数 ， 
ПВ, 38 


| Ба 0.745 
Е, зар 0.270, 


n= 3 时 ， Lh = 50у И = 0.146, 
ТИЯ В, НЕ, НЕВА А Е p. JH 
不 能 说 明 哪 一 方案 最 合理 ， 每 台 机 械 空闲 的 比例 为 
1-2=1-0,7-:0.30. 
即 每 小 时 每 台 机 械 平 均 有 18 分 钟 闲置 ， 因此 ， 系 统 期 望 费 用 ， 
Е=1 С + (1 一 PnC 机 。 
当 п=1р], E=0.336 x2+(1~0.70)x3=1.57 元 ， 
t= 2], E=0.270:x2+(1~0.70)+2x2=1.74 元 ， 
n= 3}, E=0.146x2+(1~0.70)x3x1=1.19 元 ， 
印 在 其 它 条 件 相 同 条 件 下 ， ВЕ ЕН д 
蛙 * 如 果 汽车 到 达 仓库 的 间隔 时 间 服 从 指数 分 布 ,配备 三 台 印 专 
机 ， 在 其 它 相 同 条 件 下 ， 排队 待 务 汽车 平均 为 0.58 辆 。 
减少 排队 汽车 可 以 节省 的 费用 为 | 
>= С ~ La )С = (0.580 ~0.146)x2=0.868 元 /时 ， 
因此， 顾客 到 达 越 均衡 ， 服务 系统 的 效率 指标 越 好 ， 
(2) Е,|Е,| п 
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设 服 务 系统 配备 于 个 服务 员 。 顾 客 到 达 间 隔 时 间 服 从 Т 
爱 尔 朗 分 布 。 顾 客 到 达 强 度 入 。 每 个 服务 员 的 服务 强度 为 六 。 
每 个 服务 员 为 顾客 服务 的 时 间 为 天 阶 爱 尔 朗 分 布 。 系 统 的 负荷 
为 


À 2 
P= р’ 0<0<1, 


X #h EK ЕЕ ЖЕ h, RAFE. И, С) 
А ЕЕ Д ЕКЕ: 在 货场 上 配置 几 人 台 调 机 
等 。 

这 些 模型 的 效率 指标 可 以 应 用 统计 试验 法 求 得 。 但 在 其 体 
情况 下 ， 用 统计 试验 法 只 能 得 到 模型 的 部 分 特征 ， 并 且 要 花 大 
量 的 计算 时 间 。 因 而 ， 需 要 有 经验 公式 解 类 似 的 问题 。 

文献 57]58] 建议 多 通道 排队 模型 中 ， 当 泊 松 疲 ， 任 意 服 
务 时 间 时 ， 可 以 采用 下 式 计 算 排 队 顾 客 的 平均 数 ， 


之 
Lp = La (M/M /n) LEIR, 


Ly =La (M/M /m (1+). 


式 中 ”INCM/M/n) 一 多 通道 排队 服务 系统 :顾客 到 НВ 
时 间 和 服务 时 间 都 服从 指数 分 布 ， 

v 息 一 服务 时 间 的 偏离 系数 ， 

玉 一 爱 尔 朗 阶 数 。 
上 述 公式 和 电子 计算 机 模拟 和 相 比 结果 ， 误 差 不 大 。 因 而 ， 在 
解 实际 问题 时 可 以 考虑 ， 

不 过 在 交通 运输 中 ， 经 常 遇 到 的 除 最 简单 流 外 ， 还 有 爱 尔 
朗 流 。 因 此 ， 我 们 将 考虑 左 客 到 达 流 具有 一 定 程度 的 调整 性 ， 


• 260 ° 


即 爱 尔 朗 阶 数 1 。 引 入 的 因子 将 在 不 同 程度 上 影响 服务 系统 的 
ARE m. KARATA 
р" 
1-1-0) 


1 

VK 

即 当 爱 尔 朗 流 ， 爱 尔 朗 服务 时 间 时 ， 系 统 内 排队 顾客 平均 数 可 
Ж ГАИ Е 


p"(l + k) 
Ly = LI (M/M Jn) A 
к (M/M; 2k- CG- p) k] 


取 对 数 ， 整 理 后 号 成 
log ИК (1 -- P)“ k J 
LA (M/M/n) (1+ К) 
根据 [73， 用 统计 试验 法 得 到 的 特征 数 ， 计 算 上 上 式 每 号 无 
Ш ,( 其 值 取决 于 p )。 它 在 对 数 轴 上 能 够 很 好 地 表示 -条 直线 ， 


= mlogp, (ж) 


且 经 过 后 (1,1)。 因 而 建议 的 经 m 值 表 
验 公式 是 恰当 的 ， | ЖИ 服务 员 数 日 n 

用 最 小 二 乘法 确定 ( 米 ) 中 кыо Jafa 
的 指数 т. РКИ Е НИ 1 ||, м 
MRS ДН НЯ 
表 


Ел, тон] 
的 关系 式 为 
m=a-b- 5 。 如 下 图 表 所 示 ， 
文献 [7] 用 电子 计算 机 模拟 ， 其 结果 列 于 下 裘 ( 表 中 还 列 有 
用 经 验 公式 计算 的 结果 )， 
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п р 
2 0.5 
| 0.6 
0.7 
0.8 

0.9 

3 0.5 
0.6 

0.7 

0.8 

0.9 
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ү 


к“ > ©з бсо с> c к, QO o со m; 
x 


K=1 
ИЖ Ш F 

式 计算 机 

F S їй 
155 | 0.161 
500 2.294 
571 0.579 
156° 1.111 
994 : 2.989 
065 x 0.059 
144 | 0.143 
305 | 0.303 
674 | 0.639 
ДЕ 


= > © Фф © ыо ° о о в 


9.4 
K = 2 
ИЮ ü F 
Ж 计算 已 
яна 
103 0.099 
200 0.205 
381 0.398 
.771 1 0.829 
996 2.103 
043 0.043 
096 1 0.106 
‚203 10.222 
4311 0.508 
252 1.341 


— <= < e — =< — = 


. 060 
‚127 
‚281 
{82 


D © O O СЫ e o S5 oo © 
w mm m e 8 e... 68 - o C  & 4. w*w*w N 


由 表 可 见 ， 两 种 计算 结果 ， 误 差 很 小 ， 因 此， 经 验 公式 可 


以 用 求解 决 实 际 问题 ， 
多 通道 爱 尔 朗 尝 ， 受 尔 朗 服务 时 间 的 经 验 公 式 列 于 下 表 ， 


| 
n | HW 队 La m 
| 
оза K) p3*m(l + K) . 
2 一 一 一 08- 1.08/70. 5 
па -рУк- - PVK 1 (1-рЭ К -‹1-р)/ K ° 
3 эр3*т([+Ку _ — 9р4+" [1+ К) 27-1.71-0, 5 
ист p) tap + POLK 21(1-0)0(2+4р+3р°%)[Г К 
-(1- p) K -(1-Dp)V K] 
4p4*m(] + К) 1605+т(1+ K) 


4 А 
Iai- РСЗ + 9р + 12р2 11р) (3 +9р + 12р? +8р3), 3.14 2.1417 5 


+ 8р3) К-(1- PV KI | CK-(1- Pv K] 

例题 9,15 "Г УТЕРЕ, ЯД ВИ 
пу, РАНА, MEIEN, =0.65 
鲁 / 时 ;在 第 二 仓库 每 天 有 26 辆 车 到 达 。 仓 库 内 使 用 二 6 Pen 
饰 车 ， 每 台 郧 车 能 力 都 是 上 =0.65 辆 /时 。 车 辆 到 达 间 隔 时 间 为 
HARM. ВЕНЕ МЧС. ЕН JER 
Я сы =0.1җ; 桥 吊 闲置 -小 时 的 费用 为 св = 270. АЖ 
ЗР В] Ур, АНН. 

解 1 车 辆 到 达 第 一 仓库 的 强度 ， 


10 
А = -一 一 -一 一 二 | 2 ` у 
' = 251 0.42 辆 /时 


入 
Fri if 0, = was — `“ =0.69, 


`F PJ s EH sJ [B] НИ ВНЕ САУ, Нр Pa 18 8 BE 2 БЯ, ЦЕ: Ж 
达 流 为 泊 松 流 ， 服 务 时 间 为 爱 尔 朗 分 布 : 


бо: 1 
wara N к) обе) 
` 2u =p.) 2x0.69(1— 0.69) 


— —— s L... — '- '—— a 
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=1.79/^ ИТ, 
_ __ Pi 1 
Ly’ = 1255 1+5) 
_ 0.692 1 _ 
54-0 695 (1+ г) 0.75098), 
系统 期 望 费 用 方程 ， 


Е, =L Са + (1-—p,)Cm=0.75x 0.1 
+(1-0.69) 关 2=0.78 元 /时 ， 
2. 第 二 仓库 服务 系统 (4 = 2)， 车 辆 到 达 强 度 
hs =S. =1.08 8/5, 
р туу = 0.83. 
2+т К. 
А, 
这 里 m=2.08—-1.08F° 5 = 1. | 
8 
* МА = nn 9 )w k] 
Е __ 0.83°(1+4) 
S 2х0.65(1-0.832)[4- (1- 0.83)% 4] 
一 1.93 小 时 
р 2 = 和,W 队 :=1.08x1.93=2.08( 辆 ) 
Е, =1у Ci + (1-—- p,)Cm =2.08x 0.1 
+(1--0.83)x2x2=0,.89 元 /时 ， 
两 个 仓库 的 总 费用 
Е=Е,+Е,=0.178+0.89=1.67/ . 
现在 我 们 考虑 把 两 个 仓库 合并 成 一 个 。 汽 车 到 达 流 服从 党 
松 流 ， 其 强度 为 
和 二 和 1 +А, =0.42+1,08=1.58/№, 
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这 上 股 流 由 三 台 桥 吊 服 务 ( 印 车 )， 系 统 的 负荷 为 


À . 
о Аа 1.5 


二 一 — = 0.77. 
nu 3x0.65 


Xij, m=1, REFF 
30° "(l+k) 


W А “一 一 一 一 一 一 
B 2lu(1 —p)(2 + 4р + Зр* К - (1 — p)V k] 


_ | 3х 0.77*(1+ 4) 
2х 0.6501— 0.77)02+ 4х 0.77 +3х 0.77?) 
[4-@-0.77/ 4 ] 


= 0.738, 
Ly = МУ р = 1.5 х 0.73 =1.1#8, 
Е=1.1х0.1+(1-0.77)3х2=1.497/8}. 
计算 表明 ， 合 并 仓库 的 做 法 是 正确 的 。 因 为， 这 样 可 以 减 
少 车 辆 待 印 时 间 。 减 少 的 值 为 ， 
1.79+1.93 
2 
或 者 说 ， 每 隔 1.13 小 时 可 减少 待 印 车 1 辆 。 
减少 费用 的 期 望 值 为 
1.67-1.49=0.18 元 /时 ， 
但 ， 吊 车 的 负荷 没有 变化 
pi+np,=0.69+0.83x2=2,31, 
пр=0.77х3=2.31. 

因此 ， 集 中 作业 能 改善 服务 系统 的 技术 和 经 济 指标 。 

在 货场 作业 中 ， 采 用 优先 服务 具有 重要 意义 。 优先 服务 分 
为 ， 

(1》 绝 对 优先 一 一 排队 规则 。 当 具有 优先 服务 权 的 顾客 到 
达 时 ， 正 在 被 服务 的 一 般 顾 客 ， 立 即 中 断 服务 ， 转 向 为 优先 服 
务 的 顾客 服务 。 当 优先 的 顾客 被 服务 完毕 后 ， 再 为 一 般 顾 客服 
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-0.73=1.13 小 时 。 


3. 

(2) 相对 优先 一 一 排队 规则 ， 当 有 优先 服务 权 的 顾客 到 达 
时 ， 正 在 筱 服务 的 顾客 ， 继 续 被 服务 ， 一 旦 服务 完毕 ， 立 即 为 
优先 服务 的 顾客 服务 ， 

(3) 混合 优先 一 一 排队 规则 。 当 有 优先 服务 权 的 顾客 到 达 
时 ， 正 在 被 服务 的 -- 般 顾客 ， 如 果 还 需要 服务 t 服 НН, ПГ 
>т, Аир Т 为 有 优先 权 的 顾客 的 标准 等 待 时间， 则 中 断 一 
般 显 客 的 服务 。 或 者 ，# 服 <z 标 ， 有 优先 权 的 顾客 等 待 为 一 般 
顾客 服务 完毕 ， 

(4) 动态 优先 一 一 服务 的 顺序 不 仅 与 顾客 的 优先 权 有 关 ， 
而 且 与 顾客 允许 排队 的 时 间 有 关 。 倒 如， 列车 等 待 时 间 不 能 超 
过 运行 图 规定 的 出 发 时 间 。 

当 货 场 上 有 汽车 和 火 丰 两 种 输入 流 时 ， 一 般 ， 汽 车 有 绝对 
优先 权 。 根据 文 献 [ 21]， 汽 车 的 平均 数 为 ， 


Ax o (T) 
2‹(1-рҗщ) 


түр = DW + 


平均 送 桔 次数 为 : 

m, = РО р. МЕМО С) ЛЕС). 

] — px 2(] — Dpw)(1 -Ph — pg) 
在 货场 上 革 辆 平均 停留 上 时间 为 ， 
Í э +. AKO CER) + Ао? (т) 

1 一 PR 2(1-—pw)(1-Dpw- рж) ° 
式 中 pw, PE ЖИВ РОТИК HR 务 的 负荷 水 
Ps 


! 车 停 = - 


入 汽 ， 入 车 一 一 汽车 和 火车 到 达 强 度 ， 
tf 汽 ，t 车 一 一 为 汽车 和 火车 车 辆 服务 的 时 间 ， 
g (tf 汽 )，0“(t 车 ) 一 一 为 汽车 和 火车 车 辆 服务 时 间 的 方 
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混合 优先 只 М АН ЕКВ fe ЛЕ. а 
站 汽车 的 平均 数 为 ， 
对 - -级 优先 的 项 客 流 ( 汽 车 )， 
№ Като 
2(1-рж» 
对 二 级 优先 的 顾客 流 ( 火 车 车 辆 》， 


M, = ~ Aren j (z — to0)p 车 (XY)dzx + р 


А to ER НЕ ЙЕН] ЇН], 
+ 一 一 实际 时 浊 ， 
P 车 (2) 一 一 火车 车 辆 服务 时 间 的 概率 密度 ， 
Т. 一 一 火车 丰 辆 平均 服务 局 期 。 
泛 车 平均 等 待 时 间 ， 
AHO CERO 十 入 车 |, (rz—l,J)p=(zx)dz 
= —а-р о ° 
火车 车 辆 的 平均 等 待 时 间 ， 
ЧТ, ) И Мачо? СЕК) 
2(01-АЕТ,) 2(1+ 和 汽 ! 汽 )》 ° 
在 货场 上 制订 合理 的 优先 作业 方案 时 应 该 通过 经 济 比较 确 
定 。 但 对 某 些 情况 ， 选 取 优 先 服务 的 方法 ， 只 考 谍 简单 的 关 
Ж. 
4 Cy%，C 车 分 别 为 汽车 和 车 辆 在 货场 上 停留 一 小 时 的 费 
用 。t 汽 ，t 车 为 它们 的 停留 时 间 。 当 单 通道 ,服务 时 间 为 指数 分 
布 时 ， 合 理 的 服务 顺序 ， 可 按 如 下 条 件 确定 ， 


1 待 车 二 
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Cw. C£ 
іж tg 
当 服 务 时 间 为 任意 分 布 时 ， 还 必须 考虑 充分 条 件 ， 
Cxg2 (tx C 
Е, 
在 确定 选用 混合 优先 时 ,重要 的 是 确定 ! 标 。 合 理 的 刀 标 应 是 
ЖЭПЕ ЖШ Л. B 
ЕЁ) = CÀ miw + Cht temin, 
当 服 务 时 间 为 指数 分 布 时 ， 如 果 
Ск оС, ИЖ HB XN G 
ШЖ Ci/t 汽 之 C 车 /t 车 ， 则 采用 相对 优先 ， 
ШЖ CE/t 泊 ==C 车 /t 车， 则 采用 优先 服务 没有 意义 ， 
URREA kRAS, H 


1 -一 
+ С=Ём/СК 31 


О -一 一 == =0, OSKR, 0, ARME. 
РН), f Hn Fk FRE: 
‚„_ б+а CE 


_+_ b+a ` С ка 


2С® 2C 车 
标 一 一 L Су! М > = ы 


式 中 вин, 


33 团 合式 模型 的 表格 计算 法 


我 们 介绍 一 种 很 有 合 思 的 计算 方法 。 这 种 方法 ， 是 用 很 多 
表格 确定 排队 模型 的 效率 指标 的 ， 所 以 叫 表 格 计算 法 。 我 们 先 
介绍 表格 法 的 原理 。 然 后 用 实例 演算 ， 
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封 团 式 排队 模型 是 这 样 的 。 比 如 : 某 材料 三 用 坦 死 抓 斗 机 对 
m 辆 汽车 装 河 砂 , 运往 各 工地 。 设 汽车 到 达 河 砂 堆放 场 的 间隔 
时 间 是 指数 分 布 ， 其 强度 为 。 抓 斗 机 装 车 时 间 是 随机 变数 。 
它 服 从 指数 分 布 。 单 位 时 间 内 ， 抓 斗 机 可 以 装 车 4 辆 。 试 求 运 
输 系 统 的 效率 指标 。 
运 条 系统 中 的 刀 辆 汽车 有 三 种 可 能 状态 : 
D 汽车 处 于 运输 过 程 (包括 重 车 运 砂 , 空 车 返 回 ); 2) Wç 
车 处 于 排队 待 装 过 程 ; 3) 处 于 装 车 过 程 。 
如 采 处 于 运 答 状态 的 汽车 平均 有 Га 辆 ， 排 队 等 待 装 车 的 
FHA La 辆 和 正在 装 车 的 有 La W. BA, 
m= Li + Ly + Ls. 
汽车 处 于 三 种 状态 的 平均 时 间 分 别 用 Wiz, Wa УУ x Ж 
二。 显然， 汽车 的 数量 与 各 种 状态 过 程 的 时 间 成 比例 。 即 
Lj: L : L: m =: Wiz: Wg. t: Wi t (W ig + Ур + И) 
我 们 引入 两 个 比例 系数 ， 


| М + Wa 
= 2 ха 系 , F — ...... 一 ПОНИ 


| | _ W 
2) 系统 的 服务 系数 ， ниги . 


КА Lẹ _ YY =: 
因为 m Ма У +W ° 


НХ, 19 


一 = — -一 - -=F 
mz WaWa + Wk W. ° 
所 以  1ш=тхЕ, 
я БА _ W p 
Х] 7 тае 
ХМ т Ме Ур + И ° 
W 了 
еа] 
所 以 коеш Ув + Ув + Ух 
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但 p- WatWg __ 
Е W z + Wg + W 


_ УИ +W _ Ук 


u — — 


УИ МИ Ир +W 


А Уд ..1— F 


за + WI) + W sz: 


从 而 Li =т(1-Е), 
ШЖ La=mF0-X), 


> 


J Ba 2 X Аир 
Ук == ГА, У’ =: Lg 一 - Wr, + 1. 
А, 人 и 


01889.16 设 汽 夺 到 达 河 砂 堆放 场 的 强度 入 =2， 坦 殉 抓 
斗 机 的 装 车 强度 4=6。 有 ,4 台 坦 克 抓 斗 机 ，10 辆 汽车 。 求 系 
统 效率 指标 。 

E EH: 入 =2, p=6, п=4, m= 10, 


V W x: 
在 排队 服务 过 程 中 ， 服 务 系 数 也 可 用 下 式 表 未 : 
x=. À 
А+ ш? 
-2 _ alapos 
НМ Хр 0.25. 


根据 和 = 0,25, п=4, хе НЕВА СИ 5 ) 
得 Е= 0.983, 
因此 Ly--mFX-10x0.383x0,25=2,46, 
Га :=т(1- Рә) 10 <x(1—~0.983):=0.17, 
Lz =mF(1 – Х) = 10х 0.98301 0.25) =7.37. 


e 270) è 


检验 ， т=н La =2.46+0.17+7,37=10(%), 


L 
Wi =. P 4 2 0.0850) 二 5.1 分 钟 ， 


Wz = +: 5.1 + S2 215.13}. 


例题 9.17 ” 某 机 务 段 配属 10 台 机 桔 。 机 车 运行 59 小 时 后 需 
要 染 修 一 次 。 染 修一 台 机 车 平均 需 时 12.5 小 时 。 试 分 析 染 修 台 
数目 与 排队 等 待 架 修 机 车 台数 之 间 的 关系 。 


м ECH: = 0.017678]. 


H = A =0.08 A /时 。 
12.5 


“。 BARK x= À = 0.017 20.175. 


根据 n=1,2,3,4. X=0.175. ВС БО 


n 1 2 3 4 
F 0.564 0.898 0,380 0.9965 
Lu, 4.36 1.02 0.2 0.04 
1 0.987 0.785 0.571 0.435 


我 们 计算 La 和 (ЗВ n= LEE, 


п 
ШЖ ИрИ, `4n=1 bJ, 6 —- B AE T fE 状 6. ЯА 
竺 修 机 车 约 为 配属 机 村 的 一 半 。 
如 果 机 车 待 修 1 小 时 损失 10 元 , 架 修 合 闲 置 1 小 时 损失 16 元 ， 
则 两 种 损失 费用 方程 为 
Е(п) = C Li + С„(1-р), 
С, =122 C,= 63, 
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MERRE 6 BJ ЕН ЖЖ. 
SG ЭН Ж: k=- ks Ро 


台数 n 
而 Ю=!- тю Pe “рь = п ~ тЕх=1 ~ р. 


n 
计算 结果 列 于 下 表 ， 
п 1 | 2 | 3 4 
| | _— 
bo 0.003 0.215 0.429 0.565 
LP, 4,36 1.02 0.2 0.04 
Е (в) 43.65 13.64 8.864 9.44 


由 表 可 见 ， 当 有 7=3 个 染 修 台 时 最 合理 ， 

例题 9.18 EALAH. 平均 每 0.5 小 时 机 从 需要 整 
备 一 次 ， 每 次 整备 平均 10 分 钟 。 如 果 机 器 运转 时 ， 每 小 时 可 获 
毛利 50 元 。 为 机 器 作 整 备 的 工人 每 小 时 工资 8 G. ИЖ 
备 间 隔 时 间 和 整备 时 间 都 是 服从 指数 分 布 的 。 试 证 明 配 备 4 个 
工人 最 合理 ? 

解 С. n=4, т=10, 入 =2, в=б, 

2 


x=“ = 

zig 0.25, 
当 m=10 8, ARUL Га = тС х), 
或 Їж =10хЕ(1- 0.25) =7.5Е, 


所 以 每 小 时 可 得 期 望 利润 为 50xX7.5F=375F 。 
根据 n=1,2,3,4,5,6. z=0.25. 查 表 (附录 5 РЕ. 
并 按 下 式 计算 纯利 润 ; 
Eln) = 375Н ~ 8n, 
ПЕ К: 
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由 表 可 见 ， 当 n= 4 时， 获 利 最 多 ， 

例题 9,19 ” 某 铅 厂 从 铁 钒 土 矿 中 提炼 某 种 锅 合 人 金 原料 。 铁 
ЕАК. Ни ВЕ. А 
TA 6 辆 载重 不 等 的 汽车 把 矿石 运 到 厂 内 不 同 地 点 。 抓 斗 机 每 
台 工 作 1 小 时 需要 费用 8 元 (包括 工人 工资 和 机 器 折旧 维修 费 
用 )。 汽 车 连续 运输 矿石 ， 产 生 有 效 利润 18 元 ， 汽 车 随 机 到 这 
矿石 堆放 场 。 抓 斗 机 装 车 时 间 也 是 随机 变数 ， 服 从 指数 分 布 ， 
汽车 按 泊 松 流 到 达 堆 放 场 。 已 知 服务 系数 和 =0.3。 试 问 配 条 
多 少 台 坦 克 抓 斗 机 最 合理 ? 

解 ” 这 是 设备 配套 协调 问题 .表现 为 经 济 协 调 的 排队 问题 。 
坦克 抓 斗 机 过 多 ， 它 的 大 部 分 时 间 闲 着 。 抓 斗 机 数量 过 少 ， 不 
能 满足 汽车 装 车 的 需要 。 汽 车 必须 高 效率 地 连续 地 拉 运 矿石 ， 
汽车 运输 矿石 可 以 产生 有 效 收 入 18 元 ， 

我 们 用 表格 计算 法 求解 这 个 排队 问题 。 

м т=б, Х=0.3, и-- 4 时 ， 查 表 得 F = 0.997, 

从 而 Газ = ТЕХ =6 х 0.997 х0.3=1.7950#9). 

排队 等 待 装 车 的 汽车 的 平均 数 为 

Lg =m(1-F)=6x(1-0.997)=0.018(388), 
正在 运输 的 汽 相 平均 数 为 
ж = тЕ(1- Х) = 6х 0,997х 0.7=4.18(®). 
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4 台 抓 斗 机 的 装 车 费用 为 : 8 =8x4=32 元 /时 。 
这 里 ， 工 去 =4.18 辆 。 可 得 经 济 收 入 
18 关 二 运 -18Xx4.18-=75.2 元 /时 。 
上 述 计算 表明 ， 采 用 《人 台 抓 斗 机 的 经 济 收入 为 : 
Е(һ)=75.2—32 =43.2 元 。 
如 采 采 用 4,3,2,1 合 抓 站 机 时 ， 经 济 净 收 入 列 于 下 表 。 


п 4 г: 3 2 1 
F 0.997; 0.978 | 0.880 | 0.543 
L 4.18 4.11 | 3.70 | 2.28 


Ea) | 43.2 50.0 150.6 | 33.0 


НГ, НИН ЛЕ ИУ, 50.6. 2 
效果 最 好 。 
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第 十 章 ”题解 (110 例 ) 


解 排队 问题 的 -- 般 步骤 为 : 

(1) 确定 排队 问题 的 可 能 状态 ; 

(2) 列 出 状态 转移 图 ; 

(3) 确定 顾客 到 达 间 隔 时 间 和 服务 时 间 的 概率 规律 ? 

(4) 确定 顾客 到 达 强 度 和 服务 强度 

(5) 根据 系统 状态 转移 图 建立 哥 尔 左 可 尔 夫 方程 ， 

(6) 求 系统 的 极限 概率 和 运行 (效率 ) 指 标 ， 

(77 计算 需要 的 最 优 参数 

这 并 不 是 说 ， 解 排队 问题 都 要 经 过 这 些 步 又 。 实 际 上 ， 很 
多 问题 可 按 第 七 章 的 排队 模型 试用 或 按 第 八 章 模 拟 求解 。 

本 草 主 要 讨论 如 何 应 用 排队 模型 解 题 . 

排队 服务 系统 的 主要 运行 (效率 ) 指 标 ， 

一 一 顾客 到 达 强 虐 ， 

4 一 一 服务 员 服务 强度 

# 最 一 一 服务 一 个 顾客 的 平均 延续 时 间 # 


p= 工 -- 一 系统 的 负荷 水 平 
гк = 加 PP, 一 一 系统 内 顾客 的 平均 数 ， 


у= У -imDP- 一 排队 顾客 的 平均 数 ， 


h =n -+ 1 
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810.1 


Р» Гу p*e"(n-1)/2j-1 
Р, р^" 1) /2]Э„ 


^4 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 
© 
К 
L EA > (n —- ПР, 
ГЕ Ly +p- Ра) 
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续 农 10.1 
| 顾 客 平 均 数 
排 —— 
了 从 = 
ч | 系统 内 顾客 平均 数 上 系 £ 排队 顾客 平均 数 上 隐 
| o ЕНЕ ú 
单 通道 无 HWH 等 # М, ня 
| | was 
(Wat А А | x  p2 + 420? _ Dp: 
p | | 2(1-р) (1-0) 
MI GI, 1\2 | | 1+ 1⁄2 
| 2 -- © À (т 
| . (a) Ra (С) 
| 2 і г) О! д2 1 
А А m | = | 2 
i | ATAG + т) 
| 
M! M! 1 _P -4 A. po д2 
— Гр ША 
| 
. | т 
 2K (1-р) 2K 2K 1-р 2K 
^ x | A? \ 
и | К+ А PE 
MI Exl!. г] С 2K p-å x À ар. ° Ë: 
| 1- = + l-2 
p | x 
_ 2K-p2(K - ) | К+ 42 
2K(1- p) | © 2K nd-2) 
| 2p — p° AÀ (2-р) | __ р? 1 _ 12 
| 2(1-р) н-5 2 (1-0) 2 2-й) 
AQP | р 
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下 均 时 间 


wpe re — —-— — TH n 


顾客 排队 平均 等 待 时 间 | 顾客 在 系统 内 停留 时 间 


= ee ма виа линия «и . ..... pp" 


147 | Wg 


05. , (1 2 
В.Е qg 2? +4202 2 Ха 
т-р 2 2А61-р) (1 _ 1 HB 
> ‚ А И 
и p2(1+ ЕЁ?) и А ( n 1 ) 
аа’  2а-р) \ ° Ту? 
, x 
б = P тр = р — | 1 = р 
Ri-p) 1-p А(1-р) | И-А А(1-р) 
—= OA 
o BH- À) 
À 2K- Кр+р К+ 1 
К+ 1 H 1 1 A 2K (p - А) 2K 
>К (1-7 u “К uu- À) 1 _К+1_1_ 
| H ° "(1-5 2K H-14 
и 
КР 
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P _. to P __ 2 ~ р _ _ 2 - À 
1-р 2 2h(1-D) 2u(1-p) 2Hn(p- À) 
4 А _ 2 p _ _2-0_. 
(1-0) PED (1-2) 2( - А) 
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Ги = 2 m~ ЮР, 下 在 被 服务 的 顾客 的 平均 数 ， 


= Уу Cn-h)P 一 一 闲 着 的 服务 员 的 平均 数 ， 
WH = “从 一 一 顾客 平均 排队 时 间 ， 
W 末 =“ 素 一 一 顾客 在 系统 内 平均 逗留 时 间 ! 


Lg = МУ = Шур = M WH +.) =^ (Wy + Э, 


排队 模型 的 主要 计算 公式 汇总 于 表 10.1. 

1. 北京 地 铁 前 门 车 站 乘客 是 最 简单 流 ， 每 小 时 平均 有 120 
人 乘 车 ， 试 计算 在 一 分 钟 内 没有 乘客 和 和 有一、 二、 三、 四 位 乘 
客 的 概率 ， 

解 ” 按 最 人 简单 流 公式 ， 

pt)= О evt 
и. 1 

= 1 分 钟 = 二 小 时 À = 120 人 /时 。 ЛА = 2А, 


没有 乘客 的 概率 Pu(D= 076717 =e? = 0.135. 
ВЕ ТОО Ah AEA. SA PAARE. EEA 
=. =. ИТЛ 
1 ¿y 2 
ее P,Q) =e =0.27} 
Р. 95-е 2=0.18; Р,( = зше, 09. 


车 站 上 有 一 个 以 上 乘客 胸 概 条 为 
Р(и>1)=1-Р,(1)=1-0.135=0.865. 
Ву F ЛЕН НИ 7786.570 
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2. 长 沙 出 租 汽车 站 ， 每 分 钟 平均 接 到 三 个 电话 ,预订 出 租 
汽车 。 如 果 预 订 汽 这 电话 服从 泊 松 流 。 试 求 在 二 分 钟 内 搁 到 ， 
(a) 四 个 电话 订户 的 概率 ，(5〉 少 于 四 个 订户 的 概 座 ;(c) 多 
于 四 个 订户 的 概率 。 

解 入 =3, 1=2, n= 4, 


按 泊 松 流 公式 : Ре, 


3х2). 
4 


(а) п= 48, Р,„(2) = 7852 = 0,135, 


(b) n< 4BJ, Р.,(2) =Р,02) +Р,(2)+Р,(2) +Р,(2) 
тесе беге + etp E отн 
2 1 31 
=е7%1+6 +18 +36) = 0.1525, 

(с) п>4 HF, Р..,(2) =1-Р.,(2) = 1- 0.1525 = 0.8475, 

即 在 二 分 钟 内 少 于 四 个 电话 的 概率 为 0.85。 因 此 ， 有 配备 较 
多 的 出 租 汽车 ， 才 能 满足 游客 的 需要 . 

З 设 仙 山 按 泪 松 流 到 达 某 港 , 平 均 每 天 到 达 两 艘 。 装 硬 从 
物 时 间 为 指数 分 布 ， 平 均 每 天 可 装 印 三 条 船 ， 试 问 每 上 只 船 在 港 
内 平均 停留 时 间 ， 平 均 有 多 少 船 在 排队 、， 等 待 印 货 ，。 

解 ” 本 题 为 单 通道 排队 系统 ， 

2 

每 上 只 货船 平均 等 待 印 货 时 间 : 


“ A 2 2 
Ани“ 
ñ ACI= pP) и(н-А) 363-2) 3 хэ. 
ЗЕЕВА R 1959Ж: 
Їр, == AW р == 9 x 2 = 4 (HW), 
3 ә 
4 ИНАК, ВЕЕ ЖЕ, ЗЕРЕ ЕЛДУН]; 
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6А. 收 矢 合计 价 收费 时 间 为 指数 分 布 。 平 均 为 4 分 钟 , 试 求 该 
超级 市 场 的 效率 指标 ， 


м сш: 入 =] 人 /5 分 钟 ， ЯМА, р= =, 


О Р, +1-о=1-5—-1, 
_ P? _/4\ 1 _ 16 
排队 顾客 数目 的 方差 
P Сї+р- 0) _ 2 14 
DD = стро: 18 15 GA. 
系统 内 顾客 平均 数 
I 系 =- AUA. 
系统 内 顾客 数 的 方差 
=) В 4 уро 
D( 工 系 ) (25у: “Б ХЗ 206 д). 
顾客 平均 排队 时 间 
мии = 16 5 5=16 №). 
排队 时 间 的 方差 
^2 н А) 
Р J=- TA] — aq. | 
ШУ. ШЕШ СА 384075 PB) 


5 某 机 关 搂 待 室 ， 接 待人 员 每 天 工作 10 小 时 。 来 访 人 员 
的 到 来 和 被 拉 得 时 间 都 是 随机 的 。 每 天 平均 有 90 人 到 来 ，(X= 
9)。 搂 待 的 平均 速度 为 &=10 人 /时 “平均 每 人 6 分钟), 试 求 排 
队 等 待 接待 的 平均 人 数 ， 等 待 接待 的 多 于 二 人 的 概率 ; 如 果 使 
等 竺 接待 的 人 平均 为 二 人 ， 接 待 速度 应 提高 多 少 ， 

解 ” 据 题 意 ， 本 题 为 单 通道 无 限 排 队 服务 АХ. ^=9, 
и=10, р=0.9. 
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PHRMA Ро вА. 


排队 人 数 大 于 2 人 的 概率 ， Р„,=1-Р„—Р, -Р.. 
P.,=p"t1= 0.93 = 0.729, 
为 了 把 排队 人 数 缩短 到 二 人 ， 则 /应 等 于 


(2). 


Ly = ——_—.-=2, 2и2- 18u 81= 0, 
9 
1— 2 
ТА 
181182 + 8х 81 
u= > XD = 12 .29 


即 应 提高 接待 速度 1.229 倍 。 
如 果 服 务 时 间 固 定 ，&= 10， 这 时 平均 排队 人 数 为 ， 


2 
Ти Ко žá = 
3012р) 105A, 
为 了 把 平均 排队 人 数 压缩 到 二 人 ， 应 提高 接待 速度 为 
в 
Ly = —-———-=2, 4u? - 364 -81=0, 
9 
2 1- =) 
H 
у ше 
p= У 36 t 16X81 10g6 


即 平均 速度 应 提高 1.086 倍 。 

6 ” 某 修理 店 只 有 一 个 工人 每 小 时 平均 有 4 个 顾客 .该 工 
人 检查 顾客 的 器 具 的 损坏 情况 ， 立 即 修 好 或 提出 修理 的 意见 ， 
所 需要 的 时 间 平 均 为 6 分钟 ， 到 达 次 数 按 泊 松 分 布 ， 服 务 时 间 
是 指数 分 布 。 求 (c) 修理 店 空闲 时 间 的 比例 《〈 此 时 工人 可 以 修 
理 留 下 的 器 具 );(5) 店内 有 三 个 顾客 的 概率 (с) 店内 至 少 有 
一 个 顾客 的 概率 ，(d)》 РОДЕ ЖАНА з (е) РН 
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时 间 ， 包 括 被 服务 时 间 在 内 ， (7 等 待 服 务 的 顾客 平均 人 数 ; 
(g) 平均 消耗 乓 间 ， 被 服务 时 间 路 外 (4) 必须 在 店内 消耗 15 
分 钟 以 上 的 概率 ， 

Я PAR, ААЙ ДЕҢ ОШОН АЛ А, ^=4, п=10, 


(а) БАЗЕ BM ЙЕ Ж 
P,=1—p:=1- 0.1=0.6, 19600 0, T. ЛЕ 
CEMARA РНЕ. 
(b) 店内 有 三 个 顾客 的 概率 
P,=p°(1-—p)=0.4° x0.6= 0.0384, 
(c) 店内 人 至少 有 一 个 顾客 的 概率 。 它 是 店内 没有 顾客 的 对 
МЕ. Д 
Р, =1-Р,=1- (1-0) =р= 0.4, 
В 40% КУН], ЛЕ Г/Р 8 — ТИ. 
(d) 在 修理 系统 内 顾客 的 平均 人 数 为 


(e) 顾客 在 店内 总 共 停 留 时 间 ， 包 括 排 中 等待 时 间 和 服务 
时 间 


L= 0.07 
w = ЛО м шо А А 
Fa Ñ 1 0.168 


(f) 平均 排队 时 间 为 


L 
Им = ыш = 0.067 小 时 。 


因为 到 达 间 隔 租 服务 时 间 均 为 指数 分 布 ， 所 以 顾客 在 系统 内 的 
停留 时 间 也 是 指数 分 布 。 因 此 ， 停 留 时 间 的 累积 分 布 函 数 
Вож) 二 1 一 e- 0/W 系 或 Коув) =е- 9/0 . 
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因为 Ух == m L ° 所 以 Во роу = eT “ТӘ, 
$ = 15 分 钟 = 二 小 时 


RCI 一 e 1195 4=е`!:8=0.2231, 
即 顾客 在 店内 停留 15 分 钟 以 上 的 概率 为 0.2231。 
7 已 知 数 据 同 上 例 。 但 服务 时 间 是 正 态 分 布 ， 平 均 时 间 


为 6 分钟， 方差 07 = 求 排队 等 待 的 平均 人 数 ， 
№ 本题 为 泊 松 流 ， 任 意 服务 时 间 。 队 长 为 


2 МА 
L 一 一 p. .. Ф 1 + у +. U = 0 
Ж 1—2 2“ 入 2 ， 
1 | 
0.42 +42(. ) 
2 А20? 
=P = “=1.8 人 ， 


2(1~p) 2(1-0.4) 
即 平均 有 1.8 人 排队 ， 
8 ”如 果 修 理 店内 提供 服务 时 ， 由 一 人 台 特 殊 的 机 器 对 需 
рое FE ЕЛО 6%. Ж а] 88 
. Ж (а) 排队 等 待 服务 的 平均 人 数 ; (5) ТЕЕ РУШ ИЛАН А, 
ч (с) 平均 等 待 服务 时 间 ; (O 在 店内 平均 停留 时 间 ， 
解 “=4, k=10( 常 数 )，p=0.4， 
因为 机 颖 服务 时 间 是 常数 ， 所 以 这 时 排队 等 待 服务 的 平均 人 数 
为 


2 0.4? 
(a) L= -4 一 0 
А ар xos 0138 


O 店内 顾客 平均 数 (排队 的 顾客 平均 数 加 上 正在 被 服务 
的 顾客 数 ): 
Еж =Ри+р=0.133+0,4=0.533 Л. 
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(с) 顾客 平均 排队 等 待 时 间 
Wh = = 0-19 =0.03325 小 时 。 


(d) 顾客 在 店内 平均 停留 时 间 
жеж = 0.533 =0.133 小 时 ， 


9 某 工 具 间 相当 率 乱 ， 为 一 个 工人 服务 需 12 分 钟 。 该 车 
闻 有 5 个 工人 ， 平 均 每 隔 15 分 钟 有 一 个 工人 前 来 领取 工具 。 工 
人 到 达 工 具 间 为 泊 松 流 ， 领 取 工 具 时 间 为 指数 分 布 。 试 求 : (9) 
保管 员 空 闪 的 概率 ，w〉 5 个 工人 都 在 工具 间 的 概率 ;(c) Ж 
统 内 平均 人 数 ;，(d) 平均 排队 人 数 ，(e》 每 待 和 服务 的 平均 时 
Es (f》 平 均 排 队 时 间 ;(9) 评价 这 些 结果 ， 

解 ” 据 题 意 ， 本 系统 内 的 人 数 限制 为 5 Л, ШЖ 8 B) я 
式 服务 系统 . 


人 
$=12, p=15, p= = 12 =0.8, 


(а) 办 事 员 空闲 的 概率 
Р„=[1+пр+п(п—1)р°* + п(п—1)(п— 2)р* 
+h(n— 1) (n-— 2)Xn— 3)0 
+h(#n-1l)(n-- 2)(n- 3)(n- 420° ] 
=[]+5х0.8+5х4х0,8°+5х4х3х0.8° 
+5х4х3х2х0.8* +5 х4х3х2х1х0.8° |7! 
=0.0073. 
(Ó) 5 个 工人 都 在 工具 间 的 概率 
P =n(n- 1)...1p°"P, 
=5х4х3х2х1х0.8°х0,0073=0.287, 
(с) 系统 内 平均 人 数 
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1-Р 
Г, =ü — >e 
Ж р 


1-0.0073 
= 9 O 8 人 


(d) 排队 的 平均 人 数 等 于 系统 内 的 平均 人 数 减 去 正在 被 服 
务 的 人 数 。 即 


Ір =Гж -р=3.76-0.8=2.96 Л. 
(e) 工人 在 系统 内 平均 停留 的 时 间 
W 系 = 二 系 ， e к= =4 人 /时 ， 


ук 53-16 _ 
4 


(J) 工人 排队 等 待 时 间 
= ‚ТАЛУЫ, 
(9) 由 于 队 排 得 长 ， 等 竺 有 时间 入， 所 以 建议 压缩 领 工具 的 
时 间 和 增加 保管 员 都 可 以 . 
10 某 理 发 店 有 两 个 理发 员 。 顾 客 平均 到 达 间 隔 时 间 为 20 


分 钟 。 每 剃 一 个 头 需 要 25 分 钟 。 两 种 时 间 均 为 指数 分 布 。 试 求 
顾客 等 得 理发 的 时 间 ， 


解 ” 本 题 为 多 通道 排队 服务 系统 ，n =2， 入 = 20 u= yu 


时 。 


平均 排队 等 待 时 间 可 按 下 式 计 算 ， 
-l 270 Pp р _ 
"= otp. (2-р)? А4-р?) 


= ~ 1. 262 
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服务 系统 内 顾客 平均 数 


4р 4х 1.25 
La = -hna L IY 
R= ГОС" 42195 A 
排队 等 待 理发 的 平均 人 数 
8 3 
= -= L2 -0.8 人， 


11 某 修理 店 ， 每 小 时 有 12 个 顾客 到 达 〈 泊 松 流 分 布 ) .每 
次 服务 时 间 6 分 钟 ， 服 从 指数 分 布 。 店 内 有 二 个 工人 。 试 求 : 
(а) 上 店内 无 顾客 的 概率 ; (5b〉 上 店内 有 二 个 以 上 顾客 的 概 浴 ;(c) 
店内 有 三 个 顾客 的 概率 ; (d> 排队 平均 长 度 ; (е) 平均 等 待 时 
间 ; (f) 平均 停留 时 间 ; (9) 店内 平均 顾客 人 数 。 

解 ” 据 题 意 ， 本 题 为 多 通道 排队 服务 系统 ，nn=2, X =12, 


(a》 上 店内 无 顾客 的 概率 
р -l 2L .0 | 
° о | 

1 


| ш. 
22-15) 7.25. 


(Ó) 店内 有 二 个 以 上 顾客 的 概率 


= пп 2, 2 
Р..,, ~ п р Р _2 х0.6- 


一 P. =-- — — = 
n! (1-р) 2x 0.4 
=0.45. 
Сс) 店内 有 三 个 顾客 的 概率 


х 0,25 


22x 0.63 
т о 75 7—— х 0.25 =0.054, 


(d) 平均 排队 长 度 ， 即 
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р"+1р, 1.23x0.25 


t= Lps E = -一 0.675 人 。 
пт (1-2). 2х2х0.4* 
(e) 平均 排队 时 间 
WH = 从 二 一 0.056 小 时 = 3.375 分 。 
《/) 平均 停留 时 间 
1 


Мж = Ид +- =8.375 +6= 9.3757. 


_ (9) 店内 顾客 的 平均 人 数 


= х9.375=1.875Л. 


12 有 二 根 管子 的 自动 加 油 站 G= 2), 汽 车 到 达 加 油 站 的 
强度 为 每 分 钟 0.8 辆 . 平均 每 次 加 油 时 间 一 =2 分 钟 在 本 地 区 
没有 别 的 加 油 站 。 试 求 加油 站 的 效率 指标 ， 


解 n=2, ^=0.8, и=0.5, p=1.6, =0.8 


元 <1， 所 以 有 极 恨 概率 存在 。 

加 油 站 空闲 的 概率 为 
Е р? р"! 11 

Р, =|1+о+ | 
4.09 


-1 
09 == 0.111, 


=|1+1.6+ 1.28 + 


站 上 有 一 、 二 、 三 、 四 辆 汽车 的 概率 分 别 为 


P=- P=1.6x 0.111= 0.178; 
P,= РР, =1.28х0.111=0.142, 
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p. =p =P p =t x 
Š ne] nen] 0 э 2 0. 111 = 0. 114; 


+ 9 


P.=P,.. = i Р = 2, б хб. 111=0.091, 


HAER THAS ТРЛН Sh BJ 26 TS PÇ J А = А = 0, 8 Pl 
服务 强度 k= 0.5, B 
k= A = 
H, 
不 用 排队 的 概率 ， 即 
Р, +Р,+Р.=0.111+0.178+0.142=0.431. 


"HIP, 1.6° x 0.111 
Уру 86, д LE XOL 0.71, 
p 2x 2x 0.4 
пену (1- =) 


0, 
一 1.6, 
0, 


8 ш 
5 


站 内 汽车 的 平均 数 工 系 = 工人 +DP=0.71+1.6=2.31; 
И L т 
平均 等 待 时 间 Wa = БЕК 


平均 信和 留 时 间 W z = Wv, + 50. 89+2=2.89(4}). 


13 ”自动 加 油 站 设 有 两 根 加 油管 (n=2)。 每 分 钟 平均 有 二 
辆 汽车 到 达 (%=2)。 每 次 加 油 时 间 平 均 为 2 分 钟 。 加 油 站 最 多 
只 能 停 三 辆 汽车 。 超 过 三 辆 不 予 加 油 。 试 求 系统 效率 指标 ， 

解 ” 本 题 是 多 通道 排队 长 度 有 限制 的 服务 系统 .n=2,m = 


P 


3, А=2, р= 0.5, р= 4, = 2, 
加 油 站 空闲 的 概率 
Г p (£) _ 1 
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4? 4° 2 1 
-|1+4+4 .+4 2-2 | = l 20.008. 
зая а “ч 
加 油 站 损失 的 概率 
prim 42+3 
Pa =P, , = P, nr 98,9 > O. 008 


=64х0.008=0.512. 
НЯ О=1-Ри:= 0.488, 

绝对 通过 能 力 А =АО= 2х 0.488 = 0.976, 
占用 油管 的 平均 数 = = =: 1.952, 
由 此 可 见 ， 两 根 加 油管 不 断 在 使 用 ， 


р 
平均 队长 Ly _p 了 ря т" 
nen) (1-2) 
И, 


oa А%__ 1-С х2 +32 
0х? х 125 (1—2)? 


平均 排队 时 间 

WH = = 2.28 = 1.09 《分 钟 ). 
平均 停留 时 间 

Wg = Wati 1. 09-71, 09+ 0.976 

= 2.07 О. 

14 一 个 办 事 员 核对 登记 的 申请 书 时 必须 检查 8 张 表 格 , 核 
对 一 份 申请 书 需 1 分 钟 。 平 均 每 小 时 有 6 个 申请 人 到 达 。 申 请 人 
到 达 间 隅 和 服务 时 间 间 隔 都 是 指数 分 布 ， 试 求 ，(a) 办 事 员 空 
ШИН ЖЖ; (b) НЕ ИГРЫ ЛЖ, (с) 系统 内 平均 人 数 ; 
(d) 排队 等 待 的 平均 时 间 ，;(e》 在 系统 内 平均 信和 留 时 间 ， 
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解 ” 这 里 有 2k 张 表格 需要 检查 ,检查 每 张 表 格 的 时 间 服 从 指 


— 
= — 


数 分 布 。 平 均 服 务 时 间 为 ,总 服务 时 间 的 平均 值 为 6 。 已 
“总 服务 时 间 的 方差 90? = ;,，:-《 即 总 服务 时 间 为 阶 爱 尔 朗 分 


11). a) 办 事 员 空 用 着 的 概 座 
Р„=1—р; 


Р.=1-0.8=0.2, 20% 2 НУН], 


+1 р? 8+1 0.8? 
и = в ш ӘӘ 


с) 系统 内 平均 人 数 为 
Lg=Lg+p=1.8+0.8=2.6 (A). 


d) 平均 排队 时 间 为 


е) 顾客 在 系统 内 平均 过 留 时 间 为 
ас ER „ 2.0 а да Ci 
М = А = 0.43 СМ, 

kD, Wz = УУ +--50.3+ 4.50.43 《小 时 )， 

15 某 汽 车 自动 加 油 站 只 有 一 根 加 油管 。 站 内 只 能 停留 三 
辆 汽车 。 每 分 钟 平 均 有 一 辆 汽车 到 来 , 和 = 1。 每 次 加 油 时 间 平 
均 为 1.25 分 钟 。 如 果 汽 车 按 泊 松 流 到 来 ， 加 油 时 间 服 从 指数 分 
布 。 试 求 加 油 站 的 效率 指标 ， 
10.8, ¿p= = 1.25. 


= p 


F. À = 1 = I в ° 
ыы Р 1.25 ° m 
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т=3, BD OM НЕА КЕ АЛ. JH WH yh ë 
有 内 的 概率 为 


加 油 站 有 1、2、3、4。 辆 汽车 的 概率 为 
P =рР,-=1.25х0.122=1.52; Р,=р?Р, =0.191; 
Р,=р°Р„=0.238; Р,=р*Р„=0,297. 
损失 概率 为 P 扣 =P,=0.297. 
相对 通过 能 力 О=1--Рщ=0.703, 
绝对 通过 能 力 А=АО0=0.703, 
排队 汽车 的 平均 数 


2i 1 — p”(m +1- mp) 


(1—0)(1- 0") 
1.2501 1.2503 +1-3х1 
(1— 1.250601 1.252) 

=1.56 (38). 
正在 加 油 的 汽车 的 平均 辆 数 
p-p"? i1.25—1.255 


= рг IT 70-88. 


加 油 站 内 汽车 的 平均 辆 数 
Lg=Lp + о=1.56+0.88=2.44, 
排队 等 竺 加油 时 间 


汽车 在 加 油 站 内 平均 停留 时 间 
Ух =У в rZ =1.56+ 0.88=2.44(47}). 


16 ” 某 种 试验 用 机 器 的 固定 操作 周期 为 6 分 钟 , 机 器 的 数 最 
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为 三 台 。 每 小 时 平均 有 21 人 控 汽 松 流 到 来 ， 请 求 试 验 。 试 求 平 
均 排 队 时 间 . 

解 ” 本 题 为 多 通道 排队 系统 。 国 定 服 务 时 间 。 因 此 ， 它 的 
效率 指标 是 指数 服务 时 间 的 一 半 。 我 们 先 用 消 松 流 ， 指 数 服务 
时 间 求 解 ， 

排队 等 待 平均 时 间 

Ув = РОМ 0). tig, 
式 中 РОИ 0) 一 等 待 的 概率 ， 
+ 从 一 顾客 平均 等 竺 时间， 


lac lt 1 1 
ü тш — А 3 <10—21 9 
р" Р 
РОМ 0) =. =- - 9. = 0), 4918 
( ) (m-i т-р 
故 WH = 0.4918 х 2 =0.054. 


因此 本 题 的 解 为 二 WK ++ 0.027 《小 时 > 。 


17 某 大 型 露天 矿山 ， 信 车 按 泊 松 流 到 达 ， 平 均 每 小 时 到 
15 辆 。 印 车 时 间 为 指数 分 布 。 平 均 缉 车 时 间 3 分 钟 ,每 辆 矿 车 的 
售 价 是 8 万 元 ,建设 第 二 个 纯 位 的 投资 是 14 万 元 ， 试 加 建立 多 少 
个 矿山 地位 最 为 适宜 ? 

解 入 =15 辆 /时 ; 4=20 辆 /时 ， 


a. 人 _ 
— ANE fy PJ RJ T f P, 14 Уз = 0,79, 
ЖИРЕНЕ В La= = =3 G. 
ЛЕУ, ДО АУ ру = ру = = 0.375. 
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я —] p" 


р" -1 
Ни Ж ЕҤ Ж. P, [Ear + CTT | 


г 
(o= К<), 
Hj P ‚=|1+0. 15+ 50.3 75? И | =0.45。 
.… 系 统 内 月 车 的 平均 数 为 
工 系 一 工 队 +p= ур +P, 
即 Lg = TEREN х0.45+0.75=0.87. 


РН, ЕР ТЕН] Я ДУ 326 J ER- 0.87=2.13. 
即 平均 可 增加 2 .13 辆 车 执行 运 矿 石 的 任务 ， 相 当 于 14 万 元 的 投 
资 换 回 2.13x8=17.04 万 元 的 运输 设备 。 因 此 ， 建 造 两 个 印 位 
是 值得 的 。 如 果 这 2 .13 辆 矿 车 仍 用 于 运 矿 ， 会 增 大 矿 车 到 达 强 
度 。 因 此， 实际 换 回 的 车 辆 数 应 小 于 2 .13。 

18 某 大 工厂 考虑 安装 磨 刀 具 用 的 打 有 庄 机 ， 有 两 种 方案 可 
ВОДЕ: С) 安装 两 台 4 型 打磨 机 。 每 台 平 均 打 磨 时 间 为 10 分 
ўїз, (2) 安装 一 台 B 型 打磨 机 。 平 均 打 磨 时 间 为 5 分 钟 。 设 打磨 
时 间 均 服从 指数 分 布 。 如 果 要 求 麻 工具 的 工人 , 按 泊 松 流 到 达 ， 
平均 每 小 时 4.5 人 。 试 问 哪个 方案 最 为 有 利 ? 

№ (1) 安装 两 台 和 4 型 打磨 机 。 这 时 ，%=4.5 人 /时 
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工人 在 系统 内 平均 停留 时 间 ， 
o""iP, 1 


— т 1 = . ee o ИИ — 
W&A=WA TO (Пере u 
0.75 x0.45 1. Т 
= 50 тв: + 60:28 ОМ. 
(2) 安装 一 台 B 型 机 。 这 时 工人 在 打磨 系统 内 平均 停留 时 


同 为 


И” = ПС = 2032 0.66 САЈИ. 
因此 ， 就 工人 平均 非 生产 时 间 而 论 ， 安 闭 4 型 机 为 好， 
19 某 风景 区 准备 建造 旅馆 。 游 容 平 均 逗 留 2 天 ,逗留 时 间 
是 随机 变数 ， 服 从 指数 分 布 。 游 客 到 达 是 泊 松 流 ， 平 均 每 天 有 
六 个 游客 到 达 ， 如 果 旅馆 只 有 8 个 床位 , 试 求 床位 的 平均 使 用 率 
及 旅馆 满员 的 概率 ， 
解 ” 据 题 意 ， 把 旅馆 的 床位 看 作 服务 员 ， 床 位 有 空 ， 接 短 


游客 住宿 ; 客 满 时 ， 不 再 接待 其 它 游客 。 因 击 本 题 吓 多 录 道 损 
失 制 系统 。 
Е, À = 6, = .. р-=12. 
床位 都 空 着 的 概率 
ú о, 0" | 
po=|[1+0+ у + кР | А 
п B НЮ E 
P, = Ро. 
№] 
муи = 8 时 的 概率 即 为 满员 的 概率 ，。 
占用 上 床位 的 平均 数 
м; + m_.1 
K=L 一 PP = 0" р = ОР wp 
^ “ТА 之 (һ— №] =P En] 
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-Nl mi Р, mMm | 
т 
=p(1 =- —P,). 
m | 
或 Lg =p(1 — Р): 
把 计算 过 程 及 其 结果 列 于 下 表 
р ` 0 Р L 
H HI! 一 一 一 一 一 一 
Р п — n! я 
0 1 1 1 1 1 0 
1 12 1 12 13 0.923 0.9228 
2 144 2 72 85 0.847 1.8348 
3 1728 6 288 373 0.772 2.7318 
4 20736 24 864 1237 0.698 3.6180 
5 248832 120 2073.6 3310.6 0.652 4.4832 
6 2585984 720 4147.2 7457.8 0.556 5.3258 
7 35831808 5040 7109.5 | 14567.3 0.483 6.1440 
8 429981095 40320 10664.2 x 25231.5 0.423 6.3276 


RPP, 7: 

当 n 二 1 时 ， 旅 馆 只 有 1 个 床位 ,满员 慨 浴 0.92; n= 5 时 ， 
旅馆 有 5 个 洒 位 ， 满 员 概 淮 0 .63; n= 81$, КЕТЕТИН, 满 

员 的 概率 0.42， 

表 中 世系 表示 ， 
当 #= IT 时 ， 旅 馆 有 一 个 床位 ， 每 天 占用 床位 的 平均 数 为 0.93。 
1 三 5 旅馆 有 五 人 床位。 每 天 床位 平均 占用 数 为 4.48 个 。 当 = 
8 时 ， 旅 馆 有 8 个 床位 时 ， 每 天 平均 有 一 个 床位 是 空 着 的 。 

20 A ERARA HA, FER KAR СНУ ТАЈ ЛЕ, 
化 规律 用 下 式 表 示 

А(Е)=20-0.1х(#- 12) Л. 
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РЯ: 17 81751027, ЖАН ЮЛ A ЖИ BARAR. 
E ”至 少 有 两 人 来 打 电 话 的 概率 的 对 立 事件 是 最 多 有 一 个 
人 打 电 话 的 概率 ， 即 
Р„=1—(Р„+Р,), 
现在 我 们 计算 从 17 点 到 17 点 10 分 时 间 内 打 电 话 的 平均 人 
Ж. 


1 1 

17 f 一 31176 

х= | сй = 20х -0.1 x E 12) ° 
17 б 3 


17 
=2.91. 
从 而 可 得 P。 l 201—0, 054, 
P = Е е-2 71 =0.157, 


至 少 有 两 人 来 打 电话 的 概率 为 ， 
P,=1—(0.054+0.157)= 0.789, 

1 某 电话 总 机 有 # 条 线路 ， 同 时 可 供 n 对 用 户 通话 。 已 知 
лажа РЕЩ, ВАО ,平均 通话 时 间 Ри = = 1 ;y 


2 
ph, и= 2, КЕНТЛ ИЕП ЖЯ 0,01, МИР 
线路 ， 
解 ” 打 不 通电 话 的 概率 可 以 看 作 损 失 的 概率 ，。 
р" 
Ри=Р„=—°——10.01 
Вр 
№=2, р= 2, р: =] 
1 

令 й = 1, Р 7 1! 
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1 


24 


һ= 5, Ри =0.003<0.01. 
因此 ， 总 机 须 装 5 条 线 。 再 看 线路 的 利用 率 。 为 此 ， 先 计 
算 占 用 线路 的 平均 数 ， 
K- А _ M-P) 
и и и ° 


当 采 用 n=5 时 ，P 扩 =0.003，.. К= 24170-00932 0 997. 


即 利用 率 为 Z m2997 = 0,200。 这 表示 约 有 20% 的 时 间 在 
Я. НИР. Bln= 4, 
K = МАР) = 10.015 = 0.985, 


.线路 利用 率 = 939° =0.246, 即 提 高 4.6%， 


22 某 电 话 总 机 有 三 条 中 继 线 ，m = 3， 每 小 时 平均 有 60 次 
№, À= 60, 平均 通话 时 间 {= 2 分钟 。 求 极限 概率 和 运行 指 
PR. 

解 ” 据 题 意 ， 本 题 为 多 通道 损失 制服 务 系统 。 和 = 60, u= 
全 30， 电 话 总 机 负荷 p= -30 = 2， 


2 3 
电话 总 机 空 用 的 概率 
2 03 一 | 22 28 ~ 1 
вао Р 28 Гро 25+ 2°] 
" Р 21 3 2 3х2 
Ар 
= | -一 一 =0.158. 
Е 5 

有 一 次 呼唤 的 概率 


° 301 ° 


P =pP,=2x0.158=0.316, 
ФИН А 
22 


„р 
Р, = Pio Š w 0.158=0.316, 


有 三 次 呼唤 的 概率 
_p°P, 2° 


= ХО. 158 =0.21. 
я > 3х2 


3 


用 于 检验 
Put+P+P,+P, 
=0.158 +0.316 +0 316+0.21=1, 

Ру=0.21 表示 有 21% 的 时 间 内 ， 三 条 中 继 线 被 占用 着 ,后 
到 的 呼唤 束 不 能 接 通 ， 因 而 造成 损失 ， 系 统 损失 的 概 率 Pu = 
Р.=0.21, 
同时 通话 的 平均 呼唤 次 数 为 


п т т —1 

L= — УР = Pp 
Í 2," 之 ОРЛОВ 2 H] 

_ “ p” р" 

Ра p ну) 
а BJ _ у „(у °" 
= РР. (Б m] ) ( мү 
=2(1- х0. 158) =2(1-0.21)=1.58. 


这 时 ， 每 条 中 继 线 的 МУ: N= 一- 00 -一 ‚Од, 


H н] AL, B ЖР ДЕУ ДП ЖИЫ, HERRIRIK% 
如 果 减 少 一 条 中 继 线 即 m=2， 这 时 计算 可 得 ，P, =0.2; 
P =0.4; P, =Ри-:0.4. ДЖ: 


Гж=0.4+0.8=1.2; ъ= 
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如 果 增 加 一 条 中 继 线 , 即 m=4, 这 时 计算 可 得 ， Р, = 2, 


4 2 
3 P= or; P,=Pa= 2 =0. .095, НЗ 


ы, ЛАД: 
1 81 


Ги =2(1-0.095)=1.81, N=- 4 = (0), 4538 459% 


ТЕЛЕН! У] ЛАВЕ Рат Я] P АЕ Н у. HE7 {Е 
PEIR Ж ЖН АЛМ РО А ЖЕНЕ НУХ 3 ЖОШ rB Ta ҮКА. 


pi | Р» | 1) Ra 4 X60 | NG - Pip) М 
___ НИИ — _ oo 
1 | 0607 | 0.66; 一 240 160 
2 | 0.400 x 060) | 240 144 96 
3 x 0.210 0.527 x 240 | 190 50 
4 | . . 


23 设 车 站 配 线 一 货物 仓库 为 二 相 管 理 系 统 。 在 仓库 中 集 
结 货物 。 货 物 由 卡车 运 来 ， 其 强度 为 4 ， 装 车 强度 为 入 ,， 然 后 
и, = 二 入 的 强度 的 重 车 送 到 车 站 绥 路 上 ， 列 车 编 成 和 列车 发 出 
的 强度 为 和 ,， 

现在 我 们 讨论 贷 物 车 辆 作业 费用 。 如 有 困 货 车 作业 过 程 都 是 
泊 松 过 程 ， 虽 仓库 的 人 负荷 


р -一 A 
1 ш, s 
线路 负荷 := 
=, 
° р = А, 
°з 9 À, 


° 203. 


在 仓库 和 线路 上 没有 储备 的 概率 为 
P, = (1-0,)(1-0,), 
在 仓库 内 有 2%, 车 而 在 线路 上 没有 车 辆 的 概率 为 
P, ‹=р!'(1- р, (1-0, )з 
在 线路 上 有 2 车 储备 ， 而 在 仓库 内 没有 车 的 概率 为 
Ро. = 0 (1-0, >(1- 0), 
在 仓库 内 的 平均 车 辆 数 


在 线路 上 的 平均 车 数 ， 
AFER ECFA) 


TCP 
C T = Tl А 
#U, i-p, 


F 38 E PH 2 H 29 
С=МСр, о + Ро, ,) =С=М[ С(1—0,)061—0;,) 
+03'(1-6, (1 -Р, 3 
ЖП Лйу PS E ЯЕ H] 29 
TC#Z(pDo o T Ро, ,.) 
=ТСы7[(1—0,)(1—-0,)+р0(1—р0,)0(1—р0,)], 
车 辆 在 线路 上 的 停 闲 费用 为 


ТСъу. =ТС& Et, 
2 


在 线路 上 没有 车 辆 造成 编组 车 列 和 列车 出 发 延误 的 损失 ， 


其 近似 值 为 


ТСжҗп (р + 1%...) 
=ТСжп,[(1—0,)(1—-0,)+0{'6(1—р0,)61—0,)1. 
п ЗЕТА H НЕШ BJ ЕИ. КИШ, НОЕ 
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C#p T p. T 
ЕСр,, р) = + C 车 -一 一 一 
! 2 1-р, EILD, 


+(‹(1-р,)С1-0,)[С(С=М + ТАС) 
(1р, 177) +n, TCC +p,- у], 
OSP, <l; 0<0,-<1, 
УУЖ То: тоз п НЕ. Wo 和 Pp; 求 yi 和 
Y:. 

24 jj LJ нп > P mn Л Б Е. OREA ЖЕШ, 
Ж. 卡车 或 火车 车 辆 是 运输 工具 ,如果 运输 工具 是 同一 类 型 的 。 
它们 到 达 仓库 的 间隔 时 间 为 指数 分 布 ,如 果 仓 库 中 没有 库存 量 ， 
对 运输 工具 说 ， 服 务 设备 “不 空 ?. 当 仓库 中 有 库存 量 时 ， 则 叫 
“ 空 着 ”"， 即 立即 装 车 。 装 车 的 规则 ， 先 到 先 装 ， 

假 有 有 nn 个 仓库 ,每 个 仓库 具有 相同 的 能 力 。 系 统 的 负荷 水 
平 为 

À 


p=—, 
ny 


mh ”kk 一 每 个 仓库 的 服务 强度 ， 
nu 一 系统 的 服务 强度 。 或 者 说 , 当 n 个 仓库 中 都 有 库存 
量 时 ， 单 位 时 间 内 的 装 车 数 。 
这 十 多 通道 排队 服务 系统 ， 
根据 第 六 章 $ 6。 系 统 空 闲 的 概率 为 


Ро= | (1+р+ £ p у р"! т 


NI NI =p) 
АНУ СП], АНИ ИЖ 
Р„= р, 
п! 
当 r 之 hn 时 ， 系 统 内 有 nr 个 顾客 的 概率 为 
P, , = Р Р, 
тү | 
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排队 顾客 的 平均 数 为 


р" їр, 
Ly = (гт-һ)Р„,,= ————, 
ñ 之 у П. • п1(1 -£ 
оп 
`4p=0.1—0.9; n= 1-51] P EIF КЖ. 


0.1 | 0.2 0.3 | 0.4 | 0.5 


0.9000 0.8000 0.7000 0.6000 0.5000 
8182 | 6667 5385 | 4286 | 3333| 2500 | 1765; 1111 | 0525 


6703 4491 | 3002 1903 1304 0880 0502 0273 0112 


1 
2 
3 7407 | 5479 4034) 2941 | 2105 | 1460 | 098 0562 | 0249 
4 
5 


系统 内 顾客 平均 数 
ж = Ly + p, 
ЕЙ ТЕЖЕУ, ЭБ ИУ 
Lg 
Wa = — 
2 入 ° 
为 了 计算 方便 下 表 中 列 出 2=2，3，4 时 的 Po， 允 了 和 工 队 的 
ГТА. 
Т x Po jy LE, 
2 1-P ор __ _—2ps _ 
1+р uO - p)? 1-р? 
3 | 201-0) _ |. gpt 
| 2 +4р + 3р? и(1- р) (2+4р+3р?) | (1-р)(2+4р+3р7) 
39-0 _ | _ во 32p5 


3+9р+12р2+8р3 |и{1-/’)(3+90+12р2+8р3) | (1- р)(3+9р+12р2+8р3› 


° 306 ° 


25 ” 设 运 输 工具 到 达 服 从 泊 松 流 ， 其 强度 为 n= 20 辆 /时 ， 
装 奈 时 间 服 从 指数 分 布 ， 其 强度 为 k=25 辆 /时 。 试 分 析 单 通过 
和 多 通道 的 效率 指标 。 
解 ” 单 通道 时 ， 排 队 顾 客 平均 数 
= 0.8 = .2 辆 ， 


如 果 辐 样 的 流 来 到 具有 四 台 装 车 机 械 的 服务 系统 ， 它 们 总 
共 的 闭 车 强度 为 4= 25 辆 /时 ， 则 
= 520 ____ 
(1—р0)(3+9р+ 12р? +8p*) 
32х0.8° 


10.8903 90.8 +1208 +8 x0.855 
= 2.393, 

计算 表明 后 者 待 装 车 数 平均 减少 25%。 

26 设 顾客 到 达 流 为 泊 松 流 ， 有 几 台 装 车 机 械 ， 具 有 相同 
ВЕ р = 10 辆 /时 ， 顾 客 到 达 《〈 运 输 工具 ) 强度 /= 20 辆 /时 ， 
求 合理 的 装 车 机 台数 

À 


№ n 入 =20 u=10 p= 7 


Гу. 


_ 20 _ 
= 52. 
为 了 保证 作业 的 平稳 性 p 必 须 小 于 1。 即 系统 内 至 少 有 3 台 装 


车 机 械 ， 


щи = ЗЕ, p == 20 i 0.66, 


3x10 

0 

4x10 
20 


HL 一 г = 一 -一 一 一 -一 | 
5 时 P КУТО 0.40, 


А тт Ж ЖЕЕ ВИКА НИ НН УЕ 
E= Гус + С1— пс, 


п= 48, р = == (),90, 
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当 c 装 二 1 元 /时 ，c 机 二 3 元 /时 , n=3 р=0.66 p, =0.12 
33 x 0.66: 
Ly=? -x0.,12=0., 
队 2х0 332 0.12=0.935. 
Е=0.935 х1+3х0,33х3= 3.9376, 
ми=4, р=0.5 р = 0.13, 
4*х0.5°х 0.13 
L 一 7 А 
А 4х0.5° 0.174 
E=0.174x1+3x0.5x4=6.17, 
没有 必要 往 后 计算 ,因为 三 值 越 来 越 大 ， 即 本 系统 内 应 配备 三 人 台 
装 村 机械 最 合理 。 
可 以 看 到 ， 当 系统 内 配备 #% 个 服务 设备 , 且 具 有 不 同 的 服务 


强度 时 : Ну, Но» a Ил, АЭН ЗА д] 5) 


令 系统 内 有 两 个 服务 员 ， 它 们 的 能 力 分 列 为 k ,和 4&,。，， 且 4 > 
H; psr. 


当 运 输 工具 到 达 服 务 系统 时 ， 两 台 装 车 机 械 都 空 着 ， 则 可 
以 有 任何 一 台 给 予 装 车 。 
令 ”一 为 运输 工具 由 第 一 台 装 车 机 械 装 车 的 概率 。 曾 第 一 台 
装 车 的 概率 为 1 ~-P。 系 统 的 负荷 为 
p= 
这 时 ， 系 统 内 顾客 平均 数 ，[XI] 建 议 按 下 式 计 算 


Lg= РАЮ +p- (1 трі 
` F(]+2p)+p 1+ (1 +r°)p-—- (1—r*)p 1° 


УСО, ШЖт7>2, ШИНЕ ЭЕ ЛЯН Д1] 207-530 
% ， 则 每 个 服务 设备 的 服务 强度 可 按 下 式 计算 : 


° 308 ° 


сареро 


хэ 


27 某 革 三 平均 每 天 有 一 全 机 器 发 生 故 障 ， 需 要 修理 。 机 
全 故 障 流 为 最 简单 流 。 修 理 一 台 机 器 平均 花费 20 元 。 现 有 技术 
水 平 不 同 的 两 种 工人 : A 和 8。A 种 工人 每 天 能 修复 1.2 合 机 器 ， 
每 天 工资 3.0 元 ，B 种 工人 每 天 能 修复 1.5 台 ， 每 天 工资 5.0 元 ， 
两 种 工人 修理 机 器 的 时 间 均 为 指数 分 布 ， 试 问 工厂 使 用 哪 种 工 
人 合理 ? 
解 工厂 损失 的 费用 为 
E=Nc,+c,, 
AP, N—# K k tE ЕШ HR 6; 26, 
с 一 修理 一 合 机 器 的 费用 ， 
cs 一 工人 的 工资 ， 
发 生 故 障 机 副 的 合 数 ， 包 括 等 待 修理 的 和 正在 修理 的 。 即 
修理 系统 内 的 机 器 合 数 世系 ， 
据 题 意 ， 本 题 只 考虑 配备 4 种 或 B 种 工人 ， 所 以 属 单 通道 
RERA. ЕЖА 种 工人 ， 则 流 的 强度 为 和 = 1， 服 务 强 度 


HA= 1.2, 4 种 工人 的 负荷 为 4= — = ry = 0.83, É ЖШ 系统 
А ‚ 
内 有 故障 机 器 的 数目 工人 系 = -24 „0-83 ср, 
1 一 D4 0.17 
工厂 每 天 损失 的 费用 


Ед=5х 20+3.0=1035.. 
д Г) ВЕЛ, ЩА = 1, ив=1.5 


人 1 
p = шш о = 0 . 67 
п Hp 1.5 ° 


修理 系统 内 ， 有 故障 机 器 的 台数 为 ， 
° 309. 


TJ Hk, E;=2x20+5= 4576, 
КЩ, СВЕТЛА, [ЛЖ ж. 103 — 45 = 5878, 

如 果 工 厂 使 用 两 个 4 种 工人 , 本 题 为 多 通道 排队 服务 系统 。 
系统 内 有 故障 机 器 的 人 台数 为 ，; 


t + 1 
7 系 = 工 从 +P Ид = 0 Рә 


nen (l — p/n)? ° 
2 n+l = 1 
D P p | 


== 1+ - - . И 
Ро | 11 21 и: (пр) 


- m 


Æ М=1, ш,4:=1.2, п= 2, р= 0.83, 


0.332 0.833 Е 
=| 1+0.83 + — — + -| =0.41, 
Ро | 0 1x2 2(2—0.83) 
3 
LE = 9.85 Х0.41 一 0.174， 


2х2(1—0.415)° 
Ly =0.174+0.83 =1.004 合 ， 
工厂 每 天 的 损失 费用 为 ;E;,4=1.004x20+2x3.0=26.08 元 ， 
因 些 ， 工 厂 使 用 两 个 A 种 工人 更 为 有 利 ， 
28 ” 某 修理 工厂 ， 每 天 平均 有 两 全 机 器 到 来 ， 请 求 修理 , 
一 个 工人 修理 一 合 机 器 平均 需要 三 小 时 ， 如 果 机 器 到 达 流 服从 
REKAM. ЕН УЖО. АНЯ — Wik 366 2: 
多 少时 间 ( 只 考虑 机 器 在 修理 工厂 内 的 时 间 )。 工 人 每 天 有 多 少 
空闲 时 间 ? 
解 ” 平 均 每 小 时 请 求 修理 的 机 药 数 目 为 ， 
N= =0.25 (每 天 按 8 小 时 计算 ) 


平均 每 小 时 修复 的 宙 佑 数 为 : 


т. ЛА Кг: 
_ Àk —0.25_ 
# 0.33 
机 器 在 广内 总 共 需 要 的 时 间 包 括 等 待 修理 时 间 和 修理 时 
[В], 
等 待 修理 时 间 为 : 


р? 0. 75? 
Уи = - 9,5], 
= ас 0.25х 0.25 ш 


修理 机 器 平均 时 间 为 二 et 3 小 时 ， 


ТЫ, А АРЕН 
Иж = Ира 9+ 3 = 12/6, 
工人 每 天 有 空闲 时 间 为 
р,=1-р0=1—0.75=0.25, 
若 每 天 按 8 小 时 计 ， 则 工人 有 空 时 间 为 
8р, == 8х 0.25 = 2 小时， 
29 ” 某 医 院 有 一 台 心 电网 机 。 院 领导 考虑 是 否 增加 一 台 
或 增加 病人 等 候 耸 位。 作 决 策 前 ， 先 分 析 目 前 情况 . 
据 长 期 观察 ， 病 人 按 最 简单 流 到 来 ， 平 均 每 小 时 到 达 5 人 ， 
每 个 病人 占用 机 器 的 时 间 为 指数 分 布 ， 平 均 为 10 分 钟 。 即 


60 5 
ÀK = Ц=-— = , = — 
> 
1~ 1-5 
6 


在 心电图 室内 ， 排 队 候诊 的 病人 有 
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‚ (5) 
== ил 
1 
心电图 机 器 闲置 不 用 的 概率 ， 即 病人 不 用 排队 候诊 的 概率 


po=1-p=1- 半 = 所 =16.7%。 
病人 需要 等 待 的 概率 为 1-16.7% =83.3%， 如 果 认为 此 值 太 
大 ， 则 应 增加 心电图 机 器 。 
如 果 心 电 图 室 目 前 只 有 四 个 坐位 可 供 病 人 休息 。 当 病人 到 
来 时 ， 上 坐位 不 空 ， 则 病人 站 普 。 其 概率 为 
p(m>5)=p°= 0.402, 
即 有 40% 的 病人 站 着 候诊 。 如 嫌 其 值 太 大 ， 则 应 增加 坐位 数 
H. 
30 工厂 医务 室 每 小 时 平均 有 四 个 病人 。 医 生 每 小 时 平均 
可 诊 五 个 病人 ,病人 到 达 医 务 室 的 间隔 时 间 和 医生 诊 病 时 间 都 
是 指数 分 布 。 试 分 析 医 务 室 的 工作 ， 


据 题 意 医 务 室 内 配 有 一 个 医生 , 故 属 单 通道 排队 服务 系统 。 
№= 4, =D, р= == 0.8, 
医务 室内 平均 有 病人 
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排队 看 病 的 平均 时 间 


医生 空闲 的 概率 ，pu=1-p=1-0.8=0.2， 即 20%， 
在 医务 室内 有 三 个 以 上 病人 的 概率 
p(m>-3)=p?*tl=0,81=0.4096, 841%. 

如 果 工 厂 24 小 时 开工 ， 则 每 昼夜 平均 有 病人 24x4=96 人 ， 
病人 每 天 看 病 的 时 间 为 96 < 0.8 = 76.878], 199 Л 看 病 一 小 
时 ， 工 厂 损 失 30 元 。 这样， 因 看 病 ， 每 天 损失 30 x 76.8= 2304 
元 。 若 提高 看 病 速 度 ， 例 如 ， 医 生 每 小 时 诊 病 平均 六 人 ， 则 医 
务 室 内 病人 的 平均 数 为 


2 
[== 了 =? 人 ， 即 由 原来 的 4 人 减 到 2 人 ， 
3 
排队 候诊 的 平均 人 数 为 
La =-2—=1.33A 


病人 在 医务 室内 停留 时 间 为 
„ж 2. уй 
Wa=- =. =0.5 | 时 。 
病人 候诊 的 平均 时 间 为 
_ LA _ 1.33 _ q 
д = 一 一 -=0.33 小 时 ， 
这 样 、 工 厂 每 天 的 损失 费用 为 
96x0.5x30= 144076, 


因而 ， 工 厂 每 天 减少 损失 2304 一 1440 王 864 元 。 
此 外 ， 医 务 室 内 有 超过 三 个 病人 的 概率 为 ， 


• 313 ° 


pt=(4) =0.1975, 即 20% 。 这 样 ,医务 室内 也 不 那 


么 拥挤 了 ， 

з1 某 诊 疗 室 平均 每 也 20 分 钟 有 一 个 病人 人 到来。 医生 诊断 
一 个 病人 平均 需要 15 分 钟 ， 两 种 时 间 均 按 指 数 分 布 . 为 满足 
99% 的 候诊 病人 有 座位 ， 应 设置 若干 个 座位 ? 

解 ” 据 题 意 ， 本 题 为 单 通道 排队 系统 。 但 排队 位 置 有 有限. 


к= ән = 2 ло= a= 0. 75. 

设 候诊 室 有 m 个 位 置 ， 即 修 诊 室内 有 m 个 病人 的 概率 为 99%， 
RD 

S n- а-р У» арт 

=1- "10.99, 

或 P =0.01 
两 边 取 对 数 ， 得 

(m + 1>10&р = 19080 01 

-og 1= 15 


即 在 候诊 室 应 设置 15 个 座位 。 才 能 满足 所 要 条 件 。 

32 ” 某 服 务 机 构 只 有 一 个 服务 员 。 平 均 每 小 时 有 三 个 顾客 
到 来 。 搁 竺 一 个 顾客 可 得 16 元 ， 其 成 本 为 人 元 ， 若 顾客 到 达 间 
隅 时 间 和 服务 时 间 都 是 指数 分 布 。 试 问 服务 能 力 k 多 大 时 ， 收 
入 最 多 ? 

解 ” 本 题 为 单 通道 损失 制服 务 系 统 。 服 务 机 构 每 小 时 的 净 
收入 为 | 

Е=М+р,с,—с,, 
А N—# HR 2 B BI 2 32, 
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po— 1 3637 КАЗНЕ 2 BJ 90285 


_ 1 
Ро тте 


0—1 25 bt J 18; 
c: 一 服务 一 个 顾客 的 成 本 ， 


› : _ I OAO 
按 单 通道 损失 制 系统 ,7。 =l. p= = 


Ito HP 1+р p 


.3X16 .3x4 48 1214 4 1 
E= 121157 >| 
为 了 求 合理 的 上 ， 对 了 进行 一 次 微分 并 使 之 等 于 零 。 即 


ЧЕ _ -4 т. ao 
рц] ЕН |0, 解 之 得 ，1=3 时 ， 收 入 


EK. 

33 ” 某 售 票 处 有 四 个 售票 窗口 ,在 10 分 钟 内 平均 有 3.6 人 来 
天 球 。 到 达 间 隅 为 指数 分 布 。 售 票 员 在 10 分 钟 内 能 够 发 售 5 张 
客票 。 售 票 时 间 也 是 指数 分 布 。 试 求 没有 人 天 票 的 概率 ;有 一 、 
—, =, МЛ ЛЯ ЕЯ 2889 

E ”本 题 为 多 通道 无 限 排队 服务 系统 . 


和 A=3.6, L=, .. ==: 0.72. 


2 3 4 —- 1 
Л EE Жр, 一 |1+p+ 人 + tP | 
ВЕ А. KRAI Бр, | Р 2 31 4! 41C(4—p) 


ro? 9 4 
-| +0.72+ + 0.72 


3 x 2 4х3х2 
|, 
4х3х2(4-0.72) 


=[1+0.72 +0.259+0.062+0.011+0.0024]-! 
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= ——=0.4878, 
2. о 


有 一 、 二 、 三 、 四 个 人 买 票 的 概率 分 别 为 
р, =0.72х 0.4878 =0.3512; 


р, = 9. z «0.4878 = 0.126; 


0.7 

= К 

р. = ах r 0.4378 =0,030; 
0.724 а 

р, ТЗ О 0.4878 =0.00546, 


34 КЖ. СВЕ Æ REJ AES m 
/时 。 整 天 《24 小 时 ) 有 和 目 印 卡车 到 达 料 库 ， 卡 车 载 货 8 吨 。 实 
际 工 作 时 间 一 天 按 20 小 时 计算 . 料 库 中 货物 作业 量 ,每 昼夜 600， 
1000, 1800, 20000875, ХЮ 1} 2) jH 34 F 75, 125, 
225，250 辆 自 印 卡车 每 明 夜 的 运 量 。 火 车 车 辆 到 达 流 为 最 简单 
流 ， 货 物 作 业 时 间 (服务 时 间 〉 为 任意 分 布 。 其 偏离 系数 = 
0.5; 服务 系统 可 以 看 作 单 通道 系统 。 把 二 人 台 印 车 机 看 作 有 相 
同 负荷 水 平 的 两 个 单 通道 系统 。 

求 效率 指标 ， 

印 卡车 平均 时 间 тке = 0.133 = ВВ, 


不 同 作 业 量 时 ， 系 统 的 负荷 分 别 为 
600 1000 


一 -人 .25 : = — = Ü, 42 
1800 а __ 2000 _. 
ооо во dV 450х260 ОО" 
相应 的 待 匈 时 间 
_0. 29х8(1+0.5 2) | 4 
Ёо = ЧА _У = 1.6; Ё, =3,4 
| 2(1—0.25). ‚о: ' 


t,=15’; t,=24.4', 
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计算 表明 ， 随 着 负荷 水 平 的 增加 ， 排 队 时 间 也 增加 ， 当 负 
人 荷 水 乎 达到 0.85 后 ， 等 待 时 间 增 加 特别 快 。 
35 试 比较 二 种 售票 工具 ， 用 一 全 4 型 售票 机 ， 其 强度 为 


раз 用 二 台 B 型 售票 机 ， 它 们 的 能 力 相等 ， 且 k= 2, 


解 ” 因 为 它们 有 相同 的 顾客 到 达 流 ， 设 其 强 为 人 。 则 售票 
机 器 仙人 系数 


+ —- 
( 1 ) i +A = 1 + pa = t Pa 


— „== -y — — ч 


(2) ` [рв 20 1 2 
因为 ”0<pu<-1， 所 以 用 4 型 售票 机 时 ， 顾 客 排队 时 间 较 长 ， 
现在 求 售 票 系统 内 的 顾客 平均 数 工 系 。 


LE = £4 ... (3) 


СЗ) Жл -1+pa 
(4) Гв 2 ° 
因为 0<pos<1， 所 以 两 者 的 比值 永远 小 于 1。 或 者 说 ,从 顾客 
在 系统 内 总 的 停留 时 间 看 ，4 型 售票 机 优 于 了 型 ， 

36 一 年 有 302 只 侍 船 到 达 某 港 。 平 均 印 船 时 间 为 58 .3 小 
时 。 因 为 和 人 持 用 的 码头 不 足 造成 货轮 停 港 待 扼 。 货 轮 停 港 一 天 
УЖ: с, =1000 元 。 但 有 时 没有 船 到 ， 码 头 闲 置 。 如 果 码 
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头 闲置 一 天 的 费用 为 cs = 863 元 。 试 求 码头 的 合理 数目 。 
М 货轮 到 港 强度 =3 = 0.827 只 /天 


УЗЖ АДЕН = 0. 412 只 /天 ; 


58.3 
3k ВВ ЛЖ Н) Ж: 
p= 地 一 005 一 2， 即 至 少 要 有 二 个 码头 。 欲 求 合理 
的 码头 数量 必须 使 贷 轮 停 港 待 名 费用 和 码头 闲置 费用 最 少 。 两 
党 总 费用 方程 为 
Е = Гусу + (m -—Dp),, 
式 中 
e 
L= D КОЛ 
т "= , 
nE f Poni 
о) (0 m AP n ) 
HR ЖЕЛПИ ERIP E: 


由 表 中 数值 可 见 ， 建 造 5 个 码头 费用 最 少 . 


t ЯН 队 长 Ж Ж 


1 

W: В BJ ВО 

A ge El m 
2 0.4069 
4 0.5188 (0.1739 
5 0.6045 0.0398 
6 0.6680 0.0090 
fi 0.7149 0.0019 
8 0.7499 0 


Ж, ЧЕЧЕ ВЕ 0:092 = 0.048 ЖИВИ БАМ ЛЕА 
货轮 停 港 时 间 为 0.0398x 365 = 14.52 层 夜 。 每 个 码头 的 利用 率 


у, Р i 2 _ A0 
为 = 5 0.4, Hk 40%. 


每 昼夜 费用 时 间 = 


т LCI т-р (т-р) С» А iF 
3 8899 1 363 9752 

4 1739 2 1726 3465 

5 398 3 2589 2987 = min 
6 90 4 3452 3542 

7 19 5 4315 4334 

8 4 6 5178 5182 


37 印 船 时 间 不 是 固定 不 变 的 ， 它 取决 于 码头 上 装 估 机械 
的 数量 xz。 同样 码头 印 货 能 力也 取决 于 z 和 工作 组 织 ， 经 统计 ， 
它们 的 关系 列 入 下 来， 


= ШШ 机 ОЕ Л 码 k ШП J 能 J 


mk / Es p lk / ЖЕТУ Ш 
1 500 500 
2 500 1000 
3 500 1500 
4 475 1900 
5 440 2200 
6 390 2340 


`` w——— sc Vs n 
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r im BRR) | (ас / Yt u=- p= 
| Т H 

1 6.00 539 0.167 4.96 

2 3.00 641) 0.333 2.48 

З 2.00 750) 0.500 1.65 

4 1.58 86) 0.633 1.31 

5 1.36 97) 0.743 1.13 


6 | 1.28 1080 0.780 1.06 


试 求 印 车 机 械 的 合理 数 Errime, АНИ La. 
码头 闲置 费用 c, =FCx) x 302， 如 果 每 具 船 平均 装 3000 吨 ， 
FERREA 302x 3000 =906000 吨 。 从 而 可 确定 ， 印 船 时 间 


х x т | 1 - L LI, Е 
1 x 9 | 0.450 x 0.0934 | 3084 
10 | 0.505 0.0335 3015 
| 11 0.549 0.0116 3316 
2 x 5 0.503 x 0.128 2890 
6 | 0.586 | 0.0332 2582 
7 | 0.645 0.0084 2974 
3 3 0.448 x 0.360 4720 
4 0.586 | 0,0703 2463 = min 
5 ! 0.669 | 0.0145 2855 
4 3 0.564 x 0.132 3260 
4 0.679 | 0.0239 2591 
5 0.739 0.0040 3229 
5 2 0.438 0.505 5900 
3 0.626 0.0715 2540 
4 0.719 0.0125 x 2905 
6 2 0.470 0.4090 5107 
3 0.647 0.0551 2641 
4 0.735 0.0087 3267 
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3000 ， 
Еее. А 费 ми ру а А Е зу. е 
н е ро ЭРИСЕ H. MARAEA А 


和 和 机械 数量 时 ， 合 理 的 数值 为 建造 m= 4 个 码头 ,每 个 码 汰 上 配 
х= 3; RAL. 
ХЗ Ву ВЈ и = 2k, т АДН E SF. E type l 


| > д: 5 - + a= з. ZL: . 7 
时 间 为 0.0703 x 365 = 25.6. ПЕ ЕН = 


0.085555 = 2.043. НОВ Ж = 0.4135= 41%, 


зв ИЕ Rua р DEARA. СНЫ 
机 械 是 吊车 。 如 果 所 有 的 吊车 都 不 空 ， 小 车 和 板 车 就 排队 等 竺 
作业 。 吊车 装 车 时 间 服 从 指数 分 布 ， 其 参数 为 E, 板 车 和 小 车 到 
达 闻 陋 服从 指数 分 布 ， 其 参数 为 %。 

实际 观测 结果 ， 电 动 小 车 到 达 强度 和 所 = 5( 车 /时 ); 板 车 到 
НЕ) н = 0.3( 车 /时 ). 每 辆 电动 小 车 能 力 为 :y 电 = 4( 件 /时 )， 
БЕЙЛЕ = 2( 件 /时 )。 今 有 吊车 5 台 , 每 辆 电动 小 车 可 装备 
件 6 个 ， 板 车 装备 件 20 个 。 现 有 2 种 组 织 方式 ，(1) 每 台 吊车 固 
定 为 一 定 的 小 车 和 板 车 服务 ，(2》 不 国定 。 试 问 哪 种 组 织 方式 
HH. 

解 第 一 种 组 织 方式 是 多 个 单 通道 排队 模型 ， 到 达 流 由 电 
动 小 车 和 板 车 组 成 ， 其 综合 强度 为 A, 一 “ 电 + 和 本 = 3 +0.3 


= 1.3, 


每 部 吊车 平均 能 力 
А h \ +; 5 0.3 
-一 i Ш м“ = Ae t = 
Н, НЫ, А, 5х1 2 5х13 5,34. 
е. ШШ EJ ТА фу 
А, 1.3 
ру = 21 = 22 = 0.367 
Cu, 5.34 do 
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系统 内 排队 等 待 装 车 的 小 车 和 板 车 的 平均 数 
一 бу" _ 0.367 =0.213 
Тр, 1-0.367 . 


系统 内 的 板 车 和 电动 小 车 平均 数 


L= = Pi „_0.567 фо 58, 


` ] — Ө | 1—0. 367 
等 待 装 村 的 平均 时 间 


Wa = 02 = 02 3-0. 165/0] = 9.804), 


板 车 和 电动 小 车 在 系统 内 的 停留 时 间 


„ТА ү, 1.0.219,_1_ 0.446( 小 时 ) 
WE à 


=26.8(4}>. 
第 二 种 组 织 方式 是 多 通道 排队 模型 。 有 五 部 吊车 ， 即 五 条 
通道 。 因而 ， ARAMA ов ДЕ À. = Ан + НА ж =5+5х0.3 
=6.5. 


入 电 Ми _ „5 1025Х0.3 _ 
吊车 能 力 4, =u 8 — Fi TM = 4+2 БСБ 


Е НР 


RERE т Е 
_ 0 _ 1.885 
on 5 


系统 内 ， 排 队 等 竺 作业 的 车 数 


=0,367, 


п +1 р Т1 


Г, = ор 一 二 — 
ü nn(1- Ё | пүп(1- £) 
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1 .8355+1 


— — rr - — — —nr[məM s -l 


2 
> pe Do 515 (1 — = ) 
“ki o 5) о 
= t =0.025. 
1. 835 835%, 1.835 
513 | = 5-1 635) 
系统 内 平均 硅 辆 数 
Lg, =БА, +р, =0.025+1.835=1.86. 
车 辆 等 待 装 车 的 平均 时 间 
LI, 0.025 
W = L62 =. == ‚2 А, А 
[А 2, А. 6 5 0.23 分 钟 


车 辆 在 系统 内 的 平均 停留 时 间 等 于 排队 等 待 时 间 的 均 方差 
Мр(2—р0)_ > 


Осор) = 
u u pe 


Ош) о =0.2/; Со) уа = 0.393 Ои) ув =0.50, 
— 
排队 等 待 时 间 的 偏离 系数 усо = Ú © - 1. 


Уа) о = 1.733 Уот) а 21.363; Уд): =1. Ш. 
上 述 计算 表明 ， 当 系统 负 答 水平 接近 于 1 时 ,各 项 效率 指标 
有 很 大 增加 . 
39 其 港 在 200 天 内 有 100 条 拖轮 到 达 。 每 条 拖轮 搜 驳 船 五 
只 (n==5)。 装 燥 的 驶 船 数 是 随机 变数 。 每 条 拖轮 搜 的 驳船 中 可 
能 有 0，1，2，3，4，5 稻 装 煤 。 求 ， 拖 轮 搜 的 驶 船 中 有 0，1， 
2，3，4，5 只 装 煤 时 的 概率 。 
解 “n =l, п=5, J. p= 


不 装 煤 的 船 的 概率 为 1-p= 0.8, 
ЖЕЕ ИЕНЕН ДАТ. 
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p(S=m)=p,(m)= c; p C =p)", 


计算 结果 列 于 下 @&: 
A k 
ЕН UY СК) ЖТ 1 yy 3T НЯ | ЖООИ К 
КЫШ | | 
9! 70 < ñ гуч 一 
0 P; = оу > 0.8 32,77 0.32768 32.77 
== —— иди | — — — 
5! 
1 Pi = ——"—— 00.21; 0.84 | 49.96 0.73728 73.73 
1105-0. 
2 Рә = — — 50.22 > 0.83 | 20.48 0.94208 | 94.21 
21(5— 2)1 | 
3 Pa = 9 0.23>0.82 5.12 5.99328 | 99.97 
316-3)! 
4 P= —— 9! 0.24x0.81 0.64 0.99968 | 99.33 
41(5-4) | 
51 
5 Р5 = 一 ——0.24х0.80 0.03 1.0000 100 
51(5-5)1 


40 р ИТ ИОГ, WEP., С. 
我 们 的 目的 是 选择 最 小 费用 方案 。 各 方案 费用 如 下 表 所 列 ， 


方案 名 称 | 固定 费用 (元 /天 ) ат ООС. ДЕШЕ ОСРР/Н]) 


— e rrr 


eT —— — 


F 60 100 1000 
Z, 130 150 | 2000 
я | 250 200 | 6000 


设 车 辆 按 泊 松 流 到 来 ， 平 均 每 天 〈 按 10 小 时 计 ) 到 达 15 辆 ， 
每 辆 车 平均 装 500 件 。 印 车 时 间 为 指数 分 布 .每 辆 车 停留 一 小 时 
的 费用 为 10 元 。 
_ 15 
解 入 一 1.5 辆 ,时 。 
服务 强度 分 别 为 
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_ 1000 


一 ° и == 1.5_ 7 
Hp 500 2 辆 /时 ， se ОН 2 0.79, 
__2000_. 7 ° — 1.9. ~ 
Hz = А/В, рг, ; 0.375, 
6000 1.5 
=] То АА = .二 ‚1 ° 
О 2 辆 /时 ой = 0.125 
一 辆 车 在 系统 内 平均 停留 时 间 为 
р 
Wzg= -Eo —. 
ü АС1 D) 
故 wt- PR 0.75 


касру ва -0.75) "27И. 
同 理 20. Ар, 


WH =0. 0958 / $. 
因此 ， 每 天 车 辆 在 系统 内 的 停留 费用 
Е= Ме х 10х15 л./Ж 


每 天 实际 可 变 费 用 〈 如 燃料 费 ) 29 B XBUB 2 Ba E Ж 
备 的 利用 Жо, В 
Е зру = cp, 


各 方案 费用 计算 结 打 列 于 下 表 
方案 名 称 | MERR 


| БЕЗ ДЕ: 停留 费 /天 СЕЕ 
-一 | __ | 


H | 60 | 75.00 300 435 
2, | 130 56.25 60 246.25 
W 250 25.00 14.25 259.25 


由 上 表 可 知 ， 方 案 乙 的 费用 最 少 ， 即 最 优 . 
41 车 辆 按 泊 松 流 到 达 货 场 . 平均 每 小 时 到 达 三 策 。 装 氏 
作业 组 平均 每 小 时 可 外 车 四 辆 。 印 车 时 间 按 指数 分 布 。 求 装 攻 
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组 每 天 有 多 少 空 亲 时 间 ? Е ЕВА K? 

解 ” 乍 一 看 ， 印 车 能 力 大 于 车 辆 到 达 强 度 ， 不 会 发 生 待 乌 
事情 。 实 际 却 不 然 ， 由 于 车 辆 到 达 和 印 桔 时 间 是 波动 的 。 在 某 
ЗАВ, ЖЕНЯ, ИШЕ Ze ЖИ, 

据 题 意 ， 本 题 为 单 通道 无 限 排队 系统 ， 

A= 3, ИА, o= = 0.75. 

ЖП НҢ У УЛИ ЖУ 

Р.=1-р-==1-0.15=0.25. 

如 果 每 天 按 8 小 时 工作 计算 ， 则 有 空 用 时间 平均 为 8P。=8 

х0. 25 = 2 小时。 车 辆 平均 得 纯 时 间 为 


我 们 讨论 优先 服务 的 情形 ; 
设 顾 客 具 有 相对 优先 服务 的 权利 。 根 据 [ ТЕНЕ а 
待 时 间 为 


o 2 1 +92 — 
(Ув) i — 2 ` ААА = - . в _ ł Bi 


式 中 ， 入 ,一 具有 相对 优先 服务 的 顾客 的 到 达 强度 
о. Т КОЁ. 
具有 次 级 优先 权时 ， 顾 客 平均 等 待 时 间 
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于 述 两 种 顾客 的 平均 等 待 村 间 为 


А 
(1- 5 о)о ] +u“ 了 
ФОУ 


W = W 十 Wh = иди. . 
= Св, + Св (1-р,)(1-2) 2 


Aip A 2 1 
ХУ о нение E a 
ИЖ C1 二 py 则 等 待 时 间 WH 小 于 — ory СН 

优先 服务 时 ) 。 


若 凡 < ， 则 当 具 有 优先 服务 的 顾客 的 平均 服务 时 间 较 小 
时 ， 采 用 优先 服务 是 有 利 的 ， 

42 ” 某 货场 有 两 种 货物 : 集装箱 ， 重 型 货物 用 大 型 汽车 装 
运 ， 每 件 货物 重 2500 公 斤 ( 集 装 箱 )。 目 汽车 上 和 印 货 用 两 台 帅 熙 
(在 仓库 内)、 每 台 吊 车 一 次 可 出 5 吨 货 物 。 装 有 集装箱 的 汽车 
可 以 不 排队 印 货 。 必 须 确 定 如 何 改变 平均 等 待 时 间 《与 没有 优 
先 时 比较 ) 〈 先 到 先 印 )。 汽 车 到 达 强 度 和 服务 时 间 列 于 表 
(10.5), 


210.5 

p шй | 一 小 时 内 服务 | 一 小 时 内 到 大 | илы кур 
货物 品名 | ай 的 汽车 数 | Bresa | 外 下 全 全 水 下 
集装箱 | 133.0 I 27.0 15 0.555 
重型 货物 | 163.0 x 22.0 6 0.273 
f 19 | 141.5 . 25.4 21 0.828 


每 辆 汽车 平均 等 待 时 间 ( 无 优先 权时 ) 
Wa = _ 0.828 1.05 
ВА 一 一 - X ——— 


= | Md 2 
1—0 555 141.5=362 秘 。 


对 装 有 集装箱 的 汽车 〈《 有 优先 权 ) 的 平均 等 往 时 间 为 : 


(Wa), = 0.828 1.05 


1-0 БББ 79 х 141.5 = 140%, 
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对 装 有 重型 货物 的 汽车 的 平均 等 待 时 间 为 
1 | 0.828 1.05 


Wao, = l х 0:88 1.05 5141.5 
Ч’: = (10.555) ^ @-0.828) 2 41.9 
= 816%, 
两 种 装 货 汽 车 的 平均 等 待 时 间 
15 
(Wa), ,= 1-2] x 0,828) 0.828 _ 
L (1-0.555> (1-0.828) 
x 1:207 x 141.5 = 1937. 


因此 ， 汽 车 一 次 货物 作业 ， 具 有 优先 权 先 到 先 印 时 ， 平 均等 符 
印 车 时 间 减 少 169 秒 。 装 集装箱 的 汽车 平均 等 待 时 间 由 362 秘 减 
少 到 140 秒 ,而 装 重型 货物 的 汽车 的 平均 等 待 时 间 增 加 到 816 秒 ， 

装 集装箱 的 汽车 在 仓 岸 内 平均 停留 时 间 为 362 + 133 = 495 
秒 :=8.25 分 钟 ， 装 重型 货物 的 汽车 停留 时 间 9 362 + 163—525 
秒 =8.75 分 钟 。 

43 在 某 港 码头 印 货 的 有 甲 、 乙 两 种 类 型 的 船只 共 200 上 只， 
其 中 ， 甲 型 船 80 只 ， 乙 型 船 120 上 只 。 每 上 只 船 的 载重 量 那 ле 1000 
吨 。 两 种 船 每 小 时 的 作业 费用 几乎 相等 。 用 三 吨 吊车 印 船 ， 外 
船 时 间 如 下 : 


船 型 ЇЇ ЖЕ [E] HR ЖЩ) x 1) A ga E 市 村 利用 系数 
1 9 543 80 0.15 
a 12 400 120 0.30 


ШЕ НӨ Жо = 0 223, MAR: 1) AA Zú й, 
2) IE AIMA. RESF A. 
解 D ЖЕ] Б НБ] Уу: 


° 328 ° 


1+0* 一 


Ир“. Г 


1-р с 


二 4.62 小 时 ， 
甲 型 船 停 港 时 间 W 9 4. 62 = 13.6273}, 
乙 型 船 停 港 时 间 Ws=12+4.62=16.62 小 时 ， 
所 有 船只 总 共 停 港 时 间 
13.62 x 80+ 16.62х 120=3080 小 时 ， 


每 上 只 船 平均 停留 时 间 ， 200 = 15 .4 小 时 。 


2) Жанна. 
Wh = ЕО) + u) p 


{м 


(1 — рт) 2 1-р 


式 中  r—H 395 EE Bl , -= 0,43 


БОКЕ 80 


о— fi fy, 0.15+0.3=0.45. 
рт 9 nE, он = 0.15, 
бк, 21.10.5 


мир 1-0.4Х0.45 0.45 , 1.05 
1— 0.15 1— 0.45 2 
х 10.5 = 4.353, 
即 末 用 优先 印 货 时 ,减少 待 印 时 间 4.62 -4.35=0.27 小 时 。 这 
里 减少 待 苑 时 间 不 多 的 原因 是 吊车 的 利用 系数 不 大 。p= 0.45， 
如 果 p2 较 大 , 则 采用 优先 印 船 是 较 有 利 。 但 不 知道 优先 那 种 型 号 
的 储 船 ， 即 优先 的 条 件 。 请 看 下 一 个 例题 。 
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44 НИЖНИЕ, ЮЫН ИУ, {НЬЩ 
费用 相同。 试问 那 类 车 辆 优先 和 印 抽 最 好 ? 


OT 1 
Cr: Р, 


式 中 ”CC ，C 一 分 别 为 二 种 类 型 车 辆 的 载重 量 
r, Y. — Y) КОЕ АА RAH Ж 0, 
Г, Е, RAA APRE ЖИНЕП ЕЛЕ] ЇН]; 
如 采 上 述 条 件 满足 ， 则 应 优先 种 第 一 类 型 的 车 辆 ， 
АП Ж РАР ЭЕ Д УЕП ЖЕ ЖИ AS, ШУ, 


Citi — Cala 
Gr, G, F, 


DH], МН. 
ЕЕ НЕДИ J ЖОН, ШИЙ ЖЕ! ДЕШИНЕР ЕЛУ НУ [81 2 Hj с 
ЖИ үң Hl ЕТУ т НУ ИН]. 

45 HEAP, ЮЙЛЕ Н. MRED. WARMA 
到 达 强 度 相等 ， 其 余 资料 旭 下 : 


| 型 我 重量 船 一 小 时 费用 Ч ОЕ] [8] 利 用 = сет 
| ü; ü NAR 生产 能 力 


1400 


сї, С, t2 
解 ” 根 据 条 人 性 : Сот, >G r, ° 


47х 22.15 _ 


29 2x 10 
对 乙 船 。 <: =0.074. 
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0.096>0.074. ТИ. 
这 时 两 种 船 的 总 费用 最 少 ， 但 占用 码头 的 时 间 不 变 。 即 排队 规 
则 对 占用 码头 的 时 间 无 关 . 

46 某 港 码 头 每 县 夜 有 = 0.855 只 货船 到 达 。 码 头 上 备 有 
三 吨 吊 车 印 货 ， 其 能 力 为 4 = 0.95 船 /有 层 夜 。 货船 造价 为 Ri 
= 300000 元 ， 一 侣 吊车 的 价格 8 品 = 450005; 吊车 等 竺 作业 一 
小 时 的 费用 5 = 2.92 元 ;作业 一 小 时 的 费用 c= 5.85 元 ， 投资 效 
果 为 & 效 = 0.1， 求 合理 的 吊车 人 台数 。 

解 ” 设 合理 的 吊车 数 为 9， 则 年 度 总 费用 方 径 为 


Es= K RS кысыу Куй + (а-бу +615 
Hi = 


+ № 
Зи -А ° 


式 中 玉 吊 一 一 全 吊车 的 投资 ， 
R 效 一 投资 效果 ， 一 般 取 0. 1 
S 一 吊车 合 数 ; 
К,—— R ARRI Л» 
ar TESE AROFA 
b— MENEH; 
a— H ЕЗУ. 
А, AAR DE H H B, 
c 一 货船 停 港 一 小 时 的 费用 为 9.95 元 ; 
和 作 一 吊车 作业 时 间 为 8322 小 时 ， 


‚| GaK oD _ 0.85 
H, (Ru Km + bt), 0.95 


23] ° 


+ / (300000x0.1+9.95X8760)0.855 
VY (45000х0.1+2.92х 8760)0.95 


一 2.76 台 ， 
局 车 只 能 是 正 整数 。 内 此 ， 是 采用 2 台 还 是 3 台 呢 ?为 此 ， 
作 如 下 计算 : 
当 5 二 2 时 。 总 费用 为 
Е, =(5.85~2.92)x 8322 + (2.92 x8760 + 0.1 


0.855 
2x0.95— 0.855 C900000 


х0.1+9.95х8760):= 17983376. 
m 一 3 时 的 总 费用 为 : 
下 :一 167933 元 。 
计算 总 费用 表明 ， 采 用 三 台 吊 车 在 经 济 上 较为 合理 。 
当 ”=3 台 时 ， 平 均 即 船 时 间 


х 45000) х2 + 


了 24 24 
їн 三 - 一 一 三 一 一 一 一 一 一 8.45 小 时 。 
Su, 3x0.95 小 时 
ВЕ ЯРАТ Т] 
А 0.855 
р 一 Su 7 3х 0.95 
W = — Í 一 l і = — — 
М-р К М 0.855 
Su, 3x 0.95 


х8.45=3.62 СУМ). 
每 只 船 平均 停 港 时 间 
Ух =" и + 1=3.62+8.45= 12.07 ОМИ). 
根据 这 些 效率 指标 可 以 制订 码头 标准 作业 时 间 . 
ДЯ АСАУ EW 10, 每 台 吊 车 价格 天 吊 = 9000076; 
a=9.47Jü; b= 二 3.49 元 ; ш =2.2,1:= 3480, 其 它 条 件 不 变 ， 
应 配备 几 台 吊车 ? 
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4. / 6300000х0.1+ 9.95 х 876020. 855 
С0.1х 90000 +3, 49 х 8760) х 2.2 


=1.46=. 
当 采 用 $= + 时 的 费用 
Е,=(9,47—3.49)х3480+3.49х8760+ 0.1 


0.895 
x 90000 +- == 00х0.1+ 9,95 
0.855 05000 
х 8760) =154480%, 


4 5= 28}, 
Е, = 128080765, 
计算 表明 配备 二 台 吊 车 是 合理 的 ;采用 三 吨 的 吊车 三 台 和 10 吨 
的 钙 相 二 人 台 比 较 。 后 者 比 前 者 节省 近 20000 元 。 因 此 ,不 仅 要 确 
定 帅 车 的 合理 台数 ， 还 要 确定 吊车 的 合理 能 力 。 
当 采 用 二 人 台 10 吨 吊车 时 ， 平 均 印 其 时 间 为 


24 
2x 2.2 


平均 待 卸 时 间 ， 


Ip = 


Уд = -- а Ж5.45=1,З1 САН). 


Pi An FH HE sj ЇН] 
W=z=5.45+1.51=6.76/5BJJ. 
AP OK HHK то m En И ЕЗ ЕИ И Е 01.88. 

47 汽车 在 露天 采 砂 场 运 砂 。 用 一 人 台 或 几 台 控 据 机 装 桔 。 
РЕ АНИ K РЕ Е АЈ НАНГ, НМ, 反之 ， 汽 车 待 
№. 
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时 有 几 侣 挖 据 机 装 车 (一 个 装 
车 组 )。 设 汽车 到 达 为 泊 松 流 ， 1 


装 车 时 间 为 任意 分 布 。 装 车 时 2 |: | 

间 与 装 车 机 数目 成 反比 . RR = - 

污 革 排队 等 待 装 车 平均 时 间 ， ° | t; 
ЕН SREI, CINI 

装 车 时 间 及 其 方 益 为 : 


所 有 控 据 机 集体 装 车 ， 其 平均 装 车 时 间 为 


Н, 十 天 十 $ 
Же ЖЕ] Bj BJ 27 2 U 
а= 02 +4 0?+ +085. 
集体 装 车 时 ， 汽 车 平均 等待 装 车 时 间 
f + G° 


wak = +. 
к= отт) 


— 


osTsijy — Cf, +t, + o + t.) 
Ts Eje LB БЕЛШЕ, Hi 
H, =H, = '*° = И; 
则 ”集体 服务 时 间 的 平均 值 为 


ШИР 
КТ ! 服 ， 
即 一 台 机 器 的 生产 能 力 比 s 台 机 器 的 生产 能 力 小 s 僧 ， 
集体 服务 时 间 的 方差 
G1=02=""=0s OF= (Z). 
$ 


. 334 э 


o Ciit ttet t)? -[0} +0} ++ 


+0?) 


+ 2 а 
这 时 ， Wp = Ро (9) +00 


< Вино" __ 
259-18)‘ 
Я, РЕБ = 36 分 钟 ， 服 务 设 备 中 可 能 有 
一 、 二 、 三 、 四 个 服务 员 ( 吊 车 >，、 如 果 一 台 吊 车 装 车 时 间 为 24 
小 时 ， 其 方差 为 9 小 时 ， 均 方差 3 小 时 。 求 ， 有 不 同 数目 吊 丰 
时 ， 汽 车 平均 等 竺 作业 时 间 ， 


ВВЕ Ср), = 24 +9 _ = 24.4 小 时 
2(1.36—24) 
_ 242 + 9? 
АН (Ww, = 一 一 9 =3.0 小 时 
AME Си): 52х52 ` 0 小 时 
_ 242 + 9 
— А W 一 =1.14/ $ 
НИЗ, (Ww); 2 x 3(3 X 36 - 24) мы 
2 
HABE, Суд), = 24 +9 оби, 


2х4(4х36—24) 
汽车 在 服务 系统 停留 时 间 为 ; 
—В №, (Их), =24.4+24= 48.4 小 时 ， 


СВ, Ух), =3+ =15 小 时 ! 
三 合 吊车 时 ， (Wa), =1.14+ 全 一 9.14 小 时 ， 
四 人 台 吊 车 时 ， (У). =0.6+ < = 6.6/0, 


48 设 茶 城 市 有 三 个 煤 码 头 : 西北 南 码 头 ， 在 250 天 中 有 
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180 只 煤 船 来 到 本 市 。 为 了 改变 煤 船 停留 时 间 ， 采 用 四 个 方案 ， 

D 三 个 码头 ,平均 每 个 印 60 只 煤 船 。 每 个 码头 有 一 个 名 货 
位 ， 每 个 印 货 位 上 配备 一 全 和 印 煤 机 ， 

2) 集中 在 西 码 头 印 货 。 码头 上 设 有 三 个 钙 货 位 ,每 个 印 任 
hi Bu r РА. 

3) ЖН {ЕРДИ ВИЕ. У КАБ Ха BAR 
饰 煤 机 ， 

4) 集中 在 北 码 头 印 货 ， 码头 上 只 有 一 个 钙 货 位 ,配备 一 合 
НА: SL, 

试问 那个 方案 最 好 ? 

E ”本 服务 系统 中 ， 苑 货 位 是 服务 设备 。 EO 和 (2 ) 方 
案 中 ， 钊 货 位 数目 相等 。 在 (3 ) 和 (4 ) 方 案 中 ， 印 货 位 只 有 一 
个 。 但 (1) (2) 和 (3 ) 方 案 中 印 煤 机 的 总 数 是 相等 的 。 煤 船 停 
留 时 间 如 下 表 所 列 ， 


码头 名 称 ТП ий | ШШ каят ш kus & 时 间 
第 — 方 案 
西 60 1 1 | 0.25 1500 279.6 1779.6 
45 60 1 1 0.25 1500 279.6 1779.6 
18 60 1 1 0.25 1509 279.6 1779.6 
第 二 Л] 案 
pti | 180 | 3 x 3 | 0.75 1500 | 64.8 | 4564.8 o 
第 = 方 案 
Е | 180 a | 3 | 0.26 | 1560 | 187.0 | 1747.0 


—— ns. _ m. t r nt we aa 


由 方案 (3 ) 和 (4 м, — 4 Bl В ЕЖЕ 
一 台 苑 煤 机 相 比 ， 等 待 印 货 时 间 由 187 小 时 增 到 7425 小 时 ,方案 
(22, СВЕ У Е, НИНЫ Я # 
64.8 小 时 。 按 方案 (1 MARAR, ШИЛЕР ЛЕН) 

3x279.6=838.8 小 时 ， 

如 果 我 们 不 是 考虑 等 待 卸 其 时 间 ， 而 是 煤 船 在 码头 上 总 的 
停留 时 间 ， 由 表 (9.9) 中 可 见 , 当 采用 方案 (1) 时 ， 为 3x1779 .6 
=5338.8 小 时 (在 250 天 内 )。 而 采用 方案 ( 3 ) 时 为 1747 小 时 , 它 
比方 案 ( 1 ) 少 3 倍 时 间 ， 比方 案 (2 ) 少 2.66 倍 。 货 物 作 业 集 中 
时 络 采 ， 在 外 煤 机 投资 相等 条 件 下 ， 货 船 停 闲 时 间 费 用 减少 三 
售 。 此 外 ， 方 案 ( 3 ) 比 方案 (2 ) 少 两 个 抒 货 位 。 因 而 ,方案 (3) 
ЭНД Л ж. 

当然 ， 在 实际 工作 中 ， 还 应 考虑 其 它 费 用 ， 

现在 我 们 讨论 顾客 集体 到 达 , 个 别 服务 时 的 平均 等 待 时 间 。 
这 种 现象 在 运输 中 经 常 遇 到 ， 例 如， 送 车 到 货场 装 货 ， 

设 列车 日 编组 站 送 车 到 装 车 点 服从 泊 松 流 ， 车 列 中 装 某 种 
货物 的 车 辆 数 服 从 二 项 分 布 。 即 或 者 装 某 种 货物 ， 或 者 不 装 其 
种 货物 。 车 列 到 达 强 度 为 ， 每 辆 车 的 货物 作业 平均 时 间 为 1 服 
(考虑 对 货 位 时 间 ， 装 车 完毕 后 立即 取 走 )， 装 车 时 间 的 方差 为 
0°. 

HERRAR, MAPE A, ERRA ШЫ 
ЕУ, MEHEA ES АРЕ RA T-ARA E 


式 中 Pp 一 系统 人 负荷 水 平 
S ,一 服务 时 间 二 阶 失 ， 
5, — 25 ВУ [8] — ИЕ, 


° 337 ° 


车 列 由 n 辆 硅 组 成 。 其 中 有 m 辆 装 有 某 种 货物 , 车 列 中 装 有 
某 种 货物 车 辆 的 概率 了 = 一 -， 平 均值 m 均 = Реп, 它 的 方差 0 
=пһпР(1—Р), 
每 辆 车 的 平均 装 车 时 间 为 1 县， 它 的 方差 为 ,一 列车 列 货 
物 作业 的 平均 时 间 为 
5, =пРЇ в =, 
一 列车 列 货物 作业 时 间 的 方差 为 | 
пР(1 – Р)о? + (nP)*o2 + иР(1-Р)> tim, 
Св: 
S, =ИР(1 — Р)о: + (ИР) 05 + ИР(Т ~ РР 
+ nP g, 


S, _пР[(1-Р)ої+пРої + gG = P) 十 MP PR] 
S; nP tu 


2 | 42 
=LI № (1+ P +n) 
E 


_ (и? +h—m) . (05 十 12 服 ) 
И, IE 
把 它 代 入 公式 (10.2) 得 : 
0 (02+ 2ш) (п-т 


ВА. 一 


(1-0) 21 n ° 
每 辆 车 的 平均 等 待 时 间 将 小 m 倍 ， 即 


1-р Zt m oen 


р lv’ Ta (nê +n-m) 


n —  — — ` w ммм — — —— — —— —_—-— 


tep 2 Mer 
式 中 о— Н) В АЖ. 
49 ”江岸 编组 站 送 车 到 货场 ， 每 次 送 车 n= 4 辆 ， 其 中 有 煤 
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+т=1.58. 货场 上 有 一 台 凶 煤 机 ， 它 的 负荷 水 平 为 0.6. 
是 - 一 辆 车 平均 21 分 侣 。 它 的 方差 0 = 49 或 9 = 7 分钟 . 
本 列 平 均等 竺 外 车 时 间 


0.6(212+ 7°)(4°+4—1.5) 
Уш 92 1 ` 92 80.95} 21, 
à 2(1-0.6)21х 4 80.9 


FAE E ТЕА) ВЈ 
(Wa), = 59-9 153.95, 


每 


如 采 侍 物 作 业 完 毕 的 车 列 立 即 被 拉 走 ， 则 每 辆 车 在 服务 系 


统 内 平均 停留 时 间 为 
Ух = р + 11-=53.9+21=74,94} Bh, 


50 运输 汽车 到 达成 品 仓 库 的 间隔 时 间 服 从 指数 分 布 ， 其 
数学 期 望 〈 平 均 到 达 间 隔 时 间 ) 为 0.1 小 时 ， 其 强度 为 = 一 


= 10 辆 /时 . 


АЕ НВР ЕЮ, ЕЕЕ u= 12.5 辆 /时 。 匈 车 时 


间 固 定 不 变 。 求 服务 系统 效率 指标 : 


À 10 
一 шш — = f) 
М 2 u 12.5 8, 
ор 0.8 _ | 
A НТ —Dp) 2х 12.5х0.2 0.16( 小 时 )， 
2 
= 0504р 6С), 


20601-0) 2х 0.2 


Іж= Та +р=1.6+0.8= 2.4089), 


Г = 2 4 
W = 一 一 z — “ 一 р. Ç 
Fa: ) T 0.24( 小 时 )， 


51 计算 资料 同上 例 , 试 求 桥 式 吊车 合理 能 力 ， 即 汽车 待 
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ШЕ ПЕ ЖП IN “еШ ЖД. БУЛ, ФЕ ТЛИ 
Я Ся = 0.7556G/BJ, Я а LERRA Cu = 2 元 /时 。 
# ”汽车 待 印 和 桥 吊 闲置 费用 之 和 的 方程 式 为 


Cap“ 
E= Lp C +C: l 一 = ] 一 А 
ГА С m С p) 5а-р C m ( p) 


对 上 式 中 的 0 进行 一 次 导数 ， 使 之 为 零 ， 整 理 后 得 : 


prag C 印 (C 生 +2CN) | V0.75X4.75 
一 С 4. 2С та В 4.15 
=0.603. 
即 桥 吊 合理 生产 能 力 应 为 
. 入 10 
== —- „- — = 16.63 | е 
Ере 0.603 ы 


而 本 题 中 吊车 的 能 力 为 12.5 辆 /时 ， 所 以 它 不 是 合理 的 。 
可 以 计算 仓库 因 吊 车 能 力 不 足 而 损失 的 费用 。. 


Е 一 nin Сар. __ + Ck (1 — p) 一 Ci (o _ 


2(1-р) 261-0") 
. .75х 0.8? 
~ С 一 = 一 十 2X 
m(1-—D') м 7 2х 0.2 
0.75х 0.603? 
— —2х 
2х0. 397 0.397 


= 0.4636/ Hj. 

即 仓库 每 小 时 损失 0.463 元 。 

(2) MA ANARA ET ЖЕНЕ. 

ЕЙ 33 У W BI = 232 ВЯ, НУ Е ЖК. 
EA 3 227 НЕВА 28 f sJ lB! AH ВА i 35: АЈ E RAR СА СТО H +Z 
FAT t; 

Wy =#е11+20°7 
4:061 р) 
° 340. 


— 


= см 


” 流 为 二 阶 爱 尔 妆 分布。 平均 每 隔 


排队 顾客 的 平均 数 ， 
Ly = + — 1+ 2p? ЮЖ УЛ ВА, БЕЛЕ 5 ВУ 5], Ф, 
Аа =p) ' p x фо p фо 


| 
| 
| 


式 中 go 一 零 等 待 概率 ， 它 是 取 0.10, 0.98 
决 于 到 达 流 分 布 律 和 系统 负荷 p 0.15 | о. 
的 函数 . 0.20 | 


0 0 
0 0 
0 0 
0,25 | 0.92 0.70 0.43 
0 0 
| 0 0 
0 0 
0 0 


函数 的 值 可 从 文献 [X] 中 ооо 
的 图 表 上 查 到 。 我 们 把 它 收成 下 0.35 
s 0.40 | 0.78 


52 ЖЄ ШЙ. 到 达 217 


‚90 


maaa 


0.67 0.95 | 0.08 


0.178 8 -- . ВА = 10388 /BJ. РЕН. ШЕШН 
ХА E АЈ. РАЛА Ж 12.15. АЯСЫ. 


Ё С. ^=10, p=12.5, 2¿,p=— = =0.8, 
Но= 0.812 {3ф, = 0.30. 


ЕР Ж {ИҢЕ Б 8] 
ФфФ,-1-2р0* _ 0.3-1-2x0.82 


WA = ApC ~P) 4x12.5x 0.8x 0.2 
=0.0725( АВ). 
待 印 车 辆 的 平均 数 日 ， 
Lu = 2071-20 _ 0.3-1—-2х0.82 
401—0) 4х 0.2 
==0.725(%). 
HI 4: АГЕ КН: 


Еж = ГА +р=0.725+0.8=1.525(8). 
ЛЕВ АЕ НН, 
° 34] ° 


1 он 1 

же НА +0 0725 + 3 E 

55 车辆 到 达 货 场 组 成 输入 流 。 它 服从 最 简单 流 。 货 场 上 

有 # 台 装 伸 机 器 ， 它 每 小 时 的 生产 能 力 为 9， 货 场 在 一 司 夜 内 作 

业 @ 吨 货物 。 装 卸 机 器 装 、 印 一 组 车 辆 的 平均 时 间 为 4 不 。 一 及 

夜 内 取 和 送 车 辆 数 为 N。 取 和 和 送 车 辆 的 平均 时 间 为 机 ; 调 机 工 

作 时 间 为 T， 装 、 印 机 器 工作 时 间 为 T 机 。 试 求 调 机 负荷 水 平 ? 

车 辆 等 待 取 送 时 间 ? 货场 负 华 水 平 ? 车 辆 在 货场 上 的 等 竺 作业 

时 间 ? 如 果 到 达 货 场 的 有 两 种 运输 工具 ， 汽 车 和 火车 车 辆 ， 求 
两 种 运输 工具 的 等 待 作业 时 间 ， 


Я KHE Pan = Nim 


=0.1525( 小 时 )， 


Nt i у? 
车 辆 等 待 时 间 Уң=— #417 


2T -Nip ) 
Л JE ., Е Q O Ти 
货场 上 装 翻 机 负 衔 为 р ет: 
机 器 服务 时 间 Ты = вс 
ОС +”) 


Z= 26 4 Уи F. H W py = ——— — e 


把 汽车 流 和 火车 车 辆 流 组 成 综合 流 。 则 系统 内 运输 工具 的 
等 待 时 间 


A A _ НИ 
2 (1 - 9) 
пат 
式 中 车 ，2 汉 一 分 别 为 装 印 机 器 为 火车 本 辆 利 汽 作业 时 间 
的 偏离 系数 ， 


t 限 泊 一 装 印 一 辆 汽车 的 平均 时 间 ，。 


° 342 ° 


稍 作 整 理 ， 上 式 为 
ид = QLQG EVE?) + Миа + ом ) 
| 4Nnqa(nqT — Q) . 

应 注意 ， 装 印 机 器 对 火 东 和 汽车 的 负荷 都 是 2， 


当 服 务 时 间 固 定 不 变 ， 输入 流 为 最 简单 流 ， 即 MID11 时 ， 
ЛЖ CERD НЕВА К ДЕ 
_ p -__ 9 
1-р nql-Q O° 
54 бш. MIG|1 型 排队 服务 系统 。 服 务 时 间 的 偏离 系数 
为 ?。 顾 客 平 均 排队 时 间 为 ， 
Wu = ООо) T, 


Li: = 


НЕ 4 


2(1—р} 
排队 顾客 的 平均 数 为 ， 
РЖИ) 
2(1-р>) ° 


今 系 统 内 了 配备 n 台 类 型 相同， 能 力 相等 的 服务 设备 为 i 个 最 简单 
流 服 务 。 试 求 系统 的 运行 指标 W 以 和 LK. 

解 ”因为 个 最 简单 流 的 综合 流 ， 也 是 最 简单 流 。 类 型 相 
同 ， 能 力 相等 的 服务 设备 的 负荷 可 以 看 作 p= Don Ki 


> p Gl +u) 
Ув =- 


一 一 一 一 : , 
261 一 Ур; > 


[Ао + 0°] 
Ly = H m i, 
2(1—р) 
О; > 
1 0 一 ~ 人 
AH À; e 
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55 某 运 输 公 司 备 有 五 辆 卡车 ， 它 们 为 货场 运送 成 件 包 装 
Е, REER h MEHA. FERR (24 小 时 ) TH. 
服务 时 间 为 卡车 从 贷 主 处 到 货场 的 走行 时 间 , 它 服从 指数 分 布 。 
卡车 每 次 送 货 平均 走行 时 间 Ги = 1 小 时 。 当 有 10 个 货主 请 求 发 
货 时 ， 运 输 公 司 不 再 接受 新 的 货主 请 求 。 在 这 10 个 货主 中 ， 不 
包括 正在 运输 的 五 个 货主 ， 雪 系统 内 被 服务 顾 主 的 最 大 数 为 
10+5=10 个 。 求 所 有 卡车 都 在 运输 的 概率 ， 贷 主 排队 平均 长 
Ж. 

№ ЖАК АЯ. P+ FREM 
在 运输 的 概率 ， 


n 


P, = 7 Po, 


п 
D pyri! 
р? о" р" т - (а) | 


_ 1 
P. 一 Ë + D + 9 1 +» + ny 十 PT тесу 
л 
因为 == 1, 用 一 D m=10, 
| ,i Р 
Р„=——1°Р, = 0 
5 Tik Ü 51 Ф 
1 l 1* .1 
Po=| 1+1+ ,+ _ 
而 ° 21 31 41 5 | 


] I 10+1 
а 1505) | 


_ 1 
— - | =0.367 
` 5(1-1) | 


. 0.367, 

>. РТ, 50.093. 

EET Е ВЕ gs BJ Ж Ж 70.3%. 
HERA Я ç НУ РЖ 
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о" ІР, [icma D(F) +m H 


2 


У .- — 
= = — 一 一 — 一 一 一 -.. ‚©. 


Н.И (1 - у 
© nR 
1° x 0.003 1 — (10+ D) + 0(5) | 
5-51 (1-1). 
=0.0000078. 


即 ”等 待 服务 的 货主 可 以 说 没有 ， 

56 ERARE, HAMEEN., FA BEPA BE 
力 为 60 吨 /时 。 在 仓库 中 整 天 〈24 小 时 ) 有 自 印 汽 车 到 来 Ë 
印 汽 车 载重 8 吨 。 机 器 工作 时 间 了 = 20 小 时 /有 昼夜， 仓库 货运 作 
业 量 有 很 大 的 波动 ， 其 范围 为 600，1000，1800,2000 吨 /及 夜 。 
它们 相当 于 有 75，125，225，250 辆 汽车 /昼夜 到 达 。 桔 辆 到 达 
服从 指数 分 布 : 服务 时 间 ( 完 成 货物 作业 时 间 ) 呈 任意 分 布 ;! 其 
偏离 系数 v=0.5。 求 车 辆 等 待 作业 时 间 ， 

E ”服务 系统 内 有 二 台 匈 车 机 ,可 以 看 作 二 个 单 通道 系统 ， 
它们 有 和 相同 的 人 负荷. 

自 印 汽车 平均 印 车 时 间 t a= =0.133=8 4. 

系统 有 相应 作业 量 时 的 负荷 为 : 

600 


Р 50хох 60 20.29) 
Pa = 2195 500.42 
pe уузу 60 0S. 
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汽车 平均 等 时 间 ， 


Wi _ p Ачит, = 0.25х8(1+ 52) 
261-0, ) 2(1--0 = 
= 1.6 ZF EB; 
0.42x 8(1-+ 0.52) 
wa = 0.4280 10.5) _ 
ñ 2C1 ~ 0.42) 3.4 分 钟 ， 


үү; _ 9. 715х801 +0. +0.5°) _ 
А 2(1-— 0.75) 15295 


үу; _ 0.83 х8(1+0.5) 4 А 
а 2010.83) 分 名 


上 述 计算 表明 ， 随 着 系统 负荷 水 平 的 增加 ， 排 队 等 待 时 间 
由 惕 慢 增 加 到 急剧 增加 ， 
57 ”在 货运 站 上 有 二 台 调 机 负担 车 辆 取 、 送 。 第 一 人 台 调 机 
为 货场 服务 :车 辆 输入 流 为 泊 松 流 ， 每 县 夜 平 均 到 达 14 次 。 第 
二 台 调 机 每 县 夜 送 车 16 次 到 同一 货场 ， 调 车 24 小 时 工作 。 调 帮 
作业 时 间 ， 第 一 台 机 车 平均 I =1.2 小 时 ， 第 二 台 调 车 为 1。= 
1 小 时 。 两 台 调 机 的 平均 调 车 时间 + 最 = 1.1 小 时 。 调 车 作业 时 
间 的 偏离 系数 都 是 "= 1。 服 务 时 间 为 指数 分 布 。 求 车 辆 等 待 作 
Му ВУ] [Н]. 
解 ” 据 题 意 ， 二 人 台 调 机 在 各 自 固 定 的 调 车 区 内 作业 .因而 
第 一 调 车 区 内 ， 车 辆 等 得 时 间 为 : 
1 l+ o 
2 Py f №, 


_ 
ү 24 
_ x 1. 
у п, = 14, 19:91 =1.2, АА р = 0,7, 


L? жт омо 78, 


НЯ, REE РЕ ВЕН 


16 
‚1524 
Үр =——— =. 
2 1-19) 
24 


对 全 站 说 ， 车 辆 等 待 时 间 为 
Wy -2.7X14+2X16 
14+ 16 


=2 3⁄JNHT, 
RERE Е 59 — Н 29770. В ВВТ ЕХ, 
而 采用 那 一 台 调 机 有 空 就 担任 任何 区 域内 车 辆 的 取 送 ， 


这 时 ， 车流 强度 = 一 了 一 =1.25 次 /时 。 两 台 调 机 都 2 


有 内 的 概率 为 ; 


0 р" о" +! | 
P 一 + D + — eas ++ ` НАЛНА 
" К Рр ПИР 


p= tR=1.25x1.1=1.375, n=2, 


1,375? 1.3753 71 
P,=| (1+1.375 ++ + ' | 
9 | 2 2102 — 1.375) 


= [3,32+2.08]7! = 0.185, 
两 台 机 车 都 在 调 车 的 概率 


п y 2 
P, = P-P, = 1:119 ху 185=0.17, 
nl 21 


车 辆 平均 等 待 时 间 
"р 2 
Уи = — РЕ. i _ _ 1.375 хола. x1 1 
Nuen] (1 -7 =) 2*°2} (1 一 5) 
2.079 、 
-= 1.66 小 时 ， 
1.25 БАМ 


因此 ， 第 二 种 组 织 方法 能 够 减少 车 辆 等 得 作业 时 间 。 
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58 在 下 列 条 件 下 : 汽车 停 闲 1 小 时 的 费用 C 泊 = 1 元 ;火车 
车 辆 停 朵 1 小 时 的 费用 C 车 = 8 元 ,为 一 辆 汽车 装 车 的 时 间 E = 
0.2 小 时 , 为 火车 车 辆 服务 的 时 间 t 车 = 3 小 时 。 求 ， 车辆 和 汽车 
的 优先 作业 方式 ， 

解 如果 本 题 为 单 通 道 排队 服务 系统 。 服 务 时 间 为 指数 分 


布 ， 
C x 1 
ПИ => =: 
则 ] Гу, 02 2; 
Cë 8-07 
і z 3 


因为 5>2.7 所 以 汽车 为 绝对 优先 服务 工具 ， 

59 单 通道 服务 系统 。 完 成 货运 作业 时 间 (服务 时 间 〉 固 
定 不 变 ， 输 入 流 为 最 简单 流 。 为 火车 车 辆 服务 ОЕ НИНЕ) 
时 间 1 车 = 3.0 小 时 ， 车 辆 停 用 1 小 时 的 费用 C 车 = 10 元 ; 汽车 信 
用 1 小 时 的 费用 C 兴 = 1.2 元 ; 平均 等 竺 时 间 t 待 =0.3 小 时 。 试 求 
采用 混合 优先 的 时 刻 ， 


° 1 
解 т = ta — 0 


С 
Сы #4=3.0 一 二 FX0.2=0.5 小 时 ， 


即 当 距 服务 完毕 的 时 间 小 于 0.,5 小 时 ， 则 把 对 汽车 服务 转变 到 
为 车 辆 服务 是 不 合理 的 。 

60 ”车辆 和 汽车 按 任意 流 到 达 服 务 系统 。 如 果 t 车 =3， 
0°(1®)=2.25, 上汽 =0.3， 0?(іқ) = 0.04, C=10, C= 
1.2. НН. АИ ЕВА. 为 什 
А? 

解 ”使 汽车 绝对 优先 服务 的 必要 条 件 为 ， 

Ст Ca 
fx ta 
汽车 优先 服务 的 充分 条 件 为 


“ 348 ° 


Cw O (IO х2. С» 


у E | 
У қ D 


12071524, АД 2 FUE ДЕ. 虽然 问题 的 充分 条 


件 : 下 全 > 二 。 因 此 ， 不 能 为 汽车 作 绝对 优先 服务 而 应 是 Ж. 


到 先 服务 。 因 为， 为 汽车 服务 的 时 间 的 偏离 系数 太 大 ， 优 先 服 
务 的 经 济 效果 不 好 。 

61 ЖУРЕКТЕ SJ ik ЖЯ М = 80 列 。 在 到 达 场 上 
配备 一 个 列 检 组 《由 四 挡 人 组 成 )。 车 列 由 50 辆 车 组 成 。 每 辆 
车 的 技术 检查 时 间 平 均 为 0.016 小 时 解体 村 列 到 达 同 阳 时 ЇН] 
К 29 Жо = 0.9. EFRR fE D EIB] BU ВЕ 0 = 
0.3. НН ЗЕЕ — ДЕ, ШЕ F 0 808 Gi HL. ge We gz 
IK Ж ЭЕ БИЕ 8], Ж ЕТЕ KE E ТЕУ Е], ú= 0.22 F 
НУ, ЕЙ ЖКН НН a Ë ЖО = 0.45, ТАКЕ ЛЕ Y ¿E E; 
于 的 平均 停 贸 时间， 包括 车 列 等 待 和 进行 技术 检查 及 等 待 解体 
的 时 间 ， 

解 ТЕНТ tm. 

式 中 1 待 技 一 车 列 排队 % £ 32 A # j BJ, 
р— FIRE zH RJ i Thi s 


-一 车 列 平均 技术 作业 时 间 ， 


2 到 一 -解体 列车 到 达 间 隔 时 间 的 偏离 系数 ; 
2 列 一 车 列 拉 术 检查 作业 时 间 的 候 离 系数 
° 349 • 


МТУ) 
24 
NN 一 每 昼夜 解体 车 列 的 平均 数 ， 
1 列 一 车 列 技术 作业 平均 时 间 


тт 
f 列 = — 


— 
— 


7- 一 检查 一 辆 本 的 平均 时 间 ; 
m 一 车 列 组 成 辆 数 ， 
n 一 列 检 组 中 检 桔 接 数 


或 ta = 0202992 =0.2 小 时 . 


2 
3 (0.9% +0.3°) 
рек = 二 .一 -一 x0.2=0.18 小 时 。 


01-2) 
| 


RCI 一 07)2 ° 
式 中 О 一 驼峰 负荷， 
МЇ 
24 
и ТЕРЯЕМ, 
0, 一 技术 作业 完了 车 列 的 间隔 时 间 的 偏离 系数 。 


0; = 09) – avae > "到 


p! = ; 


2, 20.9 
=0.9— 00.90.3) (2)  =0.61, 


v 峰 一 驼峰 解体 时 间 的 偏离 系数 ， 
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二 一 车 列 平均 解体 时 间 ， 


р’ == 220.29 一 () 73。 


2 2 
ан = та. -i ) x0.22= 0.17 小 时 ， 


К, ЖЕ АЮ E BJ PE ВУ Н] Уу 
{ж = 0.18+0.2+ 0.17 = 0.5538, 
62 本题 的 计算 资料 问 上 例 , 试 求 到 达 场 需要 的 股 道 数 量 。 
解 ” 设 本 题 中 编组 站 为 三 级 三 场 图 型 。 到 达 场 需要 的 股 道 
数量 应 等 于 同时 在 车 场 上 停留 的 车 列 数 。 考 虑 列车 不 均衡 到 达 
和 车 列 作业 时 间 的 不 确定 。 在 不 同 的 时 刻 ， 需 要 不 同 的 股 道 数 
量 。 三 级 三 场 编 组 站 到 达 场 ， 任 意 时 刻 ， 车 列 总 数 包 括 : 
(1) 在 车 站 衔接 区 间 和 村 站 到 达 场 系统 内 的 列车 数 〈 排 队 
等 待 技术 检查 的 列车 数 和 二 在 进行 技术 检查 欧 列 车 数 ， 即 
тї POER + су?) 


* (1-0)2 ` 
(2) 在 列 检 系 统 内 ， 革 列 数 的 偏离 量 ， 即 
DeL) =P UA +O 
a 2 ° 


(3) 在 驼峰 解体 系统 内 ， 待 解 车 列 的 平均 数 ， 
1,® — р Сої + ош) | 
ú 《1 一 D) 

4. НЕЕ ЖА, ТЕЛЕ ЖКН IB P Bz 


р“) = РА Р-Р”) vitun” 
А (1—0) 2 ° 


现在 我 们 代入 数值 ， 


351 ө 


ТЯ -- 0.67 0.9“ +0. 3 _ ; _ 
оо 2.03х0.45= 0.91; 
ра) = ока. 15= 2.76; 


А 0.73 2 
= 290 X0.286=0.56; | 
ра) = 0.18 (1 + 0.180. 73°) 0.61° +0.45_ 
о.5за. 13-0. 0.53) х0.286=2.49. 


根据 车 站 村 流量 波动 服从 正 态 分 布 的 规律 以 及 三 倍 的 方 凑 的 规 
H). o=. D, ЖИ, 
ра.) =0(1%)  о(1Йу=\ 2.76 =1.66, 
ра) = 0" (L= 2,49 =1.58 
т=0.91+1.5х1.66+0.56+1.5х1.58&7С) 
附加 一 股 机 车 走行 线 ， 到 达 场 总 共 为 8 股 道 。 

63 ” 某 编组 站 驼峰 负 符 水 平 p= 0.73, Я] ЕЯ: 
完了 时 刻 的 间隔 时 间 的 偏离 系数 v 准 =0.9。 硅 列 解体 时 间 的 偏 
离 系 数 v 峰 =0.3。 车 场 作业 可 靠 性 Q@=0.96。 试 求 到 达 场 股 道 
жа, 

RO ”我 们 把 车 列 解体 系统 看 作 单 通道 排队 系统 。 上 峰 准 备 
作业 完了 的 车 列 为 顾客 ， 能 峰 为 服务 员 。 列 车 延误 丹 座 可 抄 下 
АЁ: 


Pg= р" VE" Hugt 


2 
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因为 车场 作业 可 靠 性 @= | — Ре, 


+ пу“ + Ор 4 
所 以 ， 1- Рұ == — p” s 


| С tUg" 
或 Q=1~p 5 。 
代入 具体 数值 后 得 ， 

0.96=1-0.73”*! 0.9 +0.37 


2 
0.73”°1=0.080, 
ВЯ НХ См + 1110. 73 =110.089. 


110.089 
= 0 73 1= 6.68275, 


ТЕ, 359360808. 

64 ”编组 站 到 达 场 合理 股 道 数量 应 分 为 经 济 上 合理 的 和 技 
术 上 可 行 的 两 种 经 济 上 合理 的 股 道 数量 按 C[22] 为 ， 

ИЗ] + 29 


15 一 一 
2 2 
(О том | аы + 255.5№е, рило 
_ N > t 
(їпом)сї+ ~ 
pig) 24 


式 中 Ки Я RARR, — 0103100090. 
2 到 ， ?2 峰 一 列车 到 达 间 中 和 村 列 解体 时 间 的 偏离 系数 
7 到 =0.8 和 1.0; om = 0.33380.5, 
4e 一 一 列车 小 时 的 费用 ， 取 11 元 ; 
eu -一 保 车 一 次 费用 ， 取 22 元 ; 
0%-—БЕШ Л dy, АХО. 810. 85; 
六 一 到 达 列 车 数 取 36 到 120 列 ; 


° 353 ° 


ГАЯ ВЕН, RUNE, 
经 济 上 合理 的 股 道 数 量 旭 下 表 所 列 : 


№ ар 36 {8 60 72 84 | 96 108 | 120 


— nr : n r — s — -一 一 一 —— =... 
i 


ти 


65 МЕНЯЛ. Б: Ка = 1200026; N = 
1109]; Де=8щу ев. =5 д; 0= 0.8; 0 到 := l; v=0.31; Ён 
=0.7/^Н]; Ем -==0. 175 25]; ЖӘЕ ЖИ = 850%; т=100 


м ”到 达 场 合理 股 道 数据 
m=1n| =12000 | 
182.51+0.31?) (E$ +110х5)0. 8110.8 
- 110> 0.7 
[10,8] += 一 -一 
0.8] x 


=6.88+3.21 兰 11 股 ， 
编组 站 到 达 场 股 道 的 作用 有 ， 车 列 进行 技术 作业 和 排队 等 


待 解体。 
N deon) 


Ly = Ni 
2 4, ` 
24% х2(1-- a) 
110“ x0.1757 (1 + 
а п ENET Бу 21.7591. 
242 x 2 
(a= 00175) 


Кп 单位 时 间 内 ， 到 达 场 上 的 列车 数 为 
Ма = Мы + LI = 3.21 + 1.75 = 5], 
知道 股 道 有 效 长 后 ， 可 以 确定 通过 一 辆 车 需要 的 股 道 长 
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即 ”在 到 达 场 上 每 辆 车 需要 18 .7 米线 路 ， 

66 确定 编组 站 到 达 场 合理 负荷 。 已 知 : t 拔 = 1 小 时 ;m"， 
0%; озо. 

解 ” 编 组 站 到 达 场 ~ 蛇 蜂 看 作 单 通道 无 限 排队 系统 ， 合 理 
负 集 计算 公式 522 为 
e N(Ik беж) 


Оз) 24т ° ? 
La = PA СОВ то). 
ACI ~ pr)2 
RRIT F 
À 1.5 | 2.0 | 2.5 ао | аб | 50 
ma le ||. Ja |p | 


由 表 可 见 ， 到 达 场 合理 负荷 应 为 0.18~0.53， 

67 ИЕН EMEN’ = 450 辆 ， 自 编列 车 由 100 辆 
组 成 。 车 列 平均 编组 时 间 ! 纲 =0.5 小 时 。 在 车 列 集结 过 程 中 的 
苦 本 作业 时 间 红 =0.3 小 时 。 某 牵 出 线 编组 26 列 车 ， 试 求 该 到 
达 站 需要 的 调 车 线 长 度 。 

解 ” 调 车 线 长 度 应 该 满足 ， 集结 一 列车 需要 的 长 度 和 自 车 
列 集结 完毕 起 到 该 条 线路 腾空 止 时 间 内 到 达 车 辆 所 需要 的 长 
BE, 

在 车 列 占 线 时 间 内 到 达 调 车 线 的 车 辆 数 为 


т = ОН. 
п а, 
式 中 fm 一 车 列 组 成 辆 数 ， 
ft 占 一 车 列 占线 时 间 ( 自 车 列 集结 完毕 到 线路 腾空 ) 


4. 24т 
T 一 集结 周期 ， 了 = -7 ， 
п' t 5 
大 ma = —— 
HI т 续 Ў 


式 中 п/ 一 加 定 某 编组 比 上 的 车 流量 ， 加 上 10 一 20% 的 “天 
Г”. 
因此 ， 编 组 线 的 长 度 为 
те LERI E у. 
24 
Е ЕЕ Я Ж П ЕЕ, ИА 
渔 夺 需要 的 长 度 。 占 用 编组 线 的 时 间 ， 得 编 和 编组 时 间 。 待 编 
Бу №7 №: 
Мі (1+ 0 编 *》 


а асока 7 
1.2] № іа (1 u 2) | 

[= пи? | ТОМ 2 ttal letl. 
24 48—2М/ ig RO F rM 


式 中 КЕ. 
№! — РИ! 22 39 28 BJ Ей И}; 
ЕЁ, 
t 运 一 机 车 自 出 发 线 返 回 千 出 线 需 要 的 时 间 ， 
1 转 一 车 列 自 编 组 线 转 到 出 发 线 需 要 的 时 间 ， 
lH 一 夺 列 附加 长 度 . 


1.2 X 450 


t= 100 x8 + — — — 
0 8 4 


. 356 ° 


| 2550.5сы+ 0.4 


+ 0.3 |х8= 915 А 
48 —2х 26х0.5 Ж 


68 ЖЕШ ЕДЫ ЕМ Ни = 8000, ЯН Ж т = 
100, Ёа = 80 列 。 根 据 列 车 编组 计划 有 到 达 н Кж = 207, 
车 列 编组 时 间 t 纺 = 0.5 小 时 ， 编 组 时 间 偏 离 系 数 v 编 =0.4， 在 
车 列 集结 过 程 中 了 予 编 移 时 间 it 闹 和 二 0.3 小 时 , 车 站 配备 三 人 台 编 组 
调 机 ， 车 列 集结 周期 为 T= 4 小 时 ， 试 求 续 溜 车 数量 。 

解 ” 由 于 车 流量 的 波动 ， 在 例题 [67J 中 求 到 的 编组 线 长 度 
有 时 不 够 。 车 流量 波动 幅度 一 般 在 2m 线 到 零 之 同 ， 即 mm 续 = 


一。 这 时 ， 一 昼夜 内 需要 的 附加 长 度 为 ， 


n - 
тв = ту 118» 


天 在 车 列 集结 周 期 工 内 有 
ты = mg- 
H 2т žog’ 
РЕ ПРЕ 
ть; = — 9 рн = tg + ta” 
МЇ (1+ и“) , 
m | 48 —2№М1% _ tig | 
М = 1152тК; 
А, И? n 一 改编 列车 数量 ，; 
AN 一 目 编列 车 数 ; 
K 休 一 到 站 数 ， 
80x0.5°(1+0.42) 
2| -~ = ИА 
| 8000: вз ao os + 0-3 4 
т = | — 


1152 x 100 x 20 
=7338. 
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计算 表明 ， 为 了 缓和 不 均衡 作业 还 需要 1 股 ， 

69 根据 列车 编组 计划 。 车 站 编组 单 组 和 摘 挂 列车 共 17 个 
到 站 。 地 方 作 业 车 和 站 修 线 为 二 明道 。 编 组 线 长 度 与 车 列 长 度 
相 适 应 。 车 站 平均 编组 85 列 。 全 站 编组 时 间 平 均 Та = 0.355 
时 。 车 列 自 编 组 场 转 到 出 发 场 需要 it 转 =0.15 小 时 ; 调 机 自 出 发 
2% ЖЕН] ЕҢ ФТ Ја] t 返 =:0.1 小 时 。 在 车 列 集结 过 程 中 实行 
个 列车 组 预 编 。 预 编 时 间 占 编组 时 间 的 0.1， 编组 场 尾 部 有 三 条 
率 出 线 ， 三 台 调 机 。 部 分 车 列 的 编组 作业 在 驼峰 上 进行 。 这 些 
编组 作业 占用 驼峰 ТИ = 4 小 时 。 集结 时 间 的 偏离 系数 口 入 
=0.75, 编组 时 间 的 偏离 系数 v 编 =0.4。 试 求 编组 场 股 道 数量 。 

Ж ”编组 场 股 道 数量 包括 二 种 股 道 ， 技 术 作 业 需 要 股 道 和 
附加 股 道 。 即 

т = т + ТИ, 
式 中 т AE Б Se a iB, РЯЗАНИ, Я 
道 固定 使 用 方法 ， 编 组 作业 过 程 ， 地 方 作业 量 和 作业 性 质 以 及 
RETE, 

m 附 一 附加 上 股 道 数 ， 每 台 调 机 需要 的 附加 股 道 数 量 取决 于 
编组 系统 〈 待 编 和 编组 过 程 》 内 的 车 列 数量 ， 

编组 系统 内 车 列 平均 数量 可 以 用 排队 论 计算 ， 即 


2 p2 
Lg = -L м. 
1-р 2 
2 „ү 2 
或 L= PH _ “1 TUN ° 
] 一 PP 调 2 
、 МНЯ 
式 中 Pp 调 ЖЕ 
编组 系统 内 夺 列 数 的 均 方 差 
а У 08 
LÆ 1-ря 


К, ОНА: тн = 15 + 30,9, 
根据 编组 计划 ,每 个 到 达 站 给 一 股 道 ， 二 股 地 方 作业 车 (地 
方 作业 车 一 股 ， 站 修一 股 )， 
最 少 股 道 数 量 〈 技 术 作 业 希 要 的 ) 
их = 17+2+1= 20%. 
平均 编组 时 间 ，t 纺 =0.35+0.15+0.1=0.6, 


每 台 调 机 负荷 ; 
al | 
2 4M p: 24 x 3 ° 

., 一 "ах 2 

LË = 989 0.75 10.4 _ 67 
`S 1-0.65 2 ` 

0.65 
nRT 1-0.65 779” 


. m = LZ +3018 = 0.67 +3х2,3=7.5728} 8. 
КИШ, 297 0А EmN = 20 +8 2808, 

70 ”编组 站 每 天 到 达 改 编列 车 N= 80 列 ， 其 中 挂 结尾 座 组 
(q Y= 60%; 车 列 平均 组 成 辆 数 т=50; 列 检 组 由 四 个 检 桔 组 
组 成 。 列 检 作 业 终 了 间隔 时 间 的 偏离 系数 v 击 = 0.76; 驼峰 解体 
BH s p| F Ж, ДЕИН a BE Ао =0.4; 驼峰 技术 作 
Му ШЕТ = МЕЈ. ТЕЗЕ ЕК, ИЖЕ 
MISS WI ЛНУ f р РУЛ) УЖЕ. ож=0.7, їҗ=0.48С7уЖ1, 
2); fg = 0.55 (方案 3，4)7。 用 编 尾 调 机 消除 “天 窗 ” в, om 
=0.45。 车 一 小 时 费用 C 车 -时 ==0.14 元 ; 一 人 台 调 机 工作 一 天 的 
ЖЕН Ci == 180 元 /天 。 全 站 出 发 列车 作业 终了 间隔 时 间 的 偏离 
АЖ. Жен =0.18; YARE o= 0.53。 车 站 有 四 
种 可 能 作业 方案 ( 见 下 表 ): 
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方案 峰 上 调 机 台数 “| 编 尾 请 机 人 台数 消除 “天窗 ?方式 МОР БЫ И 


x 


`——rws r — t 


' 2 2 | FREM 0.220 
2 | 3 2 THEA 0.195 
З | 2 3 в 0.175 
4 | 3 L 3 Bë WE jË | 0.180 


Е ПЕШТА КЕТЕН) ЛЖ. ИШ, ДЕ ТЕЗ 
编组 ; НБУ ЕН RA АВЕ, ЗЕ т 
理 消除 “天 窗 ”。 这 些 相 互联 系 反映 在 相应 的 作业 时 间 ТУ 和 
T&C ЖЕН ЖЖ Н ЫЕ Тар, MATA 的 增加 ,驼峰 负 
ТИШ, 相应 的 驼峰 间隔 时 间 Се. 从 而 使 挂 有 结尾 车 组 
的 车 列 在 到 达 场 上 停留 时 间 增 加 ， 而 需要 较 多 的 到 达 线 ,同样 ， 
减少 待 编 时 间 可 以 减少 编组 场 附加 股 道 数 量 。 若 消除 “天 窗 ” 
作业 由 纺 尾 调 机 担当 ， 则 增加 待 编 时 间 ， 即 增加 编组 场 附 加 有 段 
HAE., НИ, ЖЕТ ЭИУ А ЕТА R: PE KE НА, ШШ Ç; 
SE ИЧ Bz la [В] ВЯ ЖИ 283 ЕВ У В И НАЯ. L oE S JE My SS UJ 22 
用 在 于 李 列 的 停留 时 间 的 多 少 。 

挂 有 结尾 车 组 的 车 列 待 解 时 间 费 用 为 ， 

Е, = Мт Са и» 
待 编 时 间 费 用 
Е, = Nmt 待 编 C 车 -小 时 。 
i: ERR РЕЛ, ЖЕ ЧУ 2 JJ 
E, = MwCú + Mi Cu, 
每 个 方案 每 天 的 总 费用 
Ех = NMC 车 一 小 时 ( ҮЧ + ti s) + МС + Мася 


° 360 • 


C 车 一 小 时 一 本 一 小 时 费用 ， 
上 在 他 一 挂 有 结尾 车 组 的 车 列 待 解 时 间 ， 
йн ЕУ Ан 8], 
M 峰 ，M 调 一 分 别 为 峰 上 和 编 尾 调 机 人 台数， 
Си, Сидя] ХЕ FE 3120618 Н. 
计算 结 末 列 于 表 (10.2)。 由 表 (10.2) 可 见 ， 第 3 方案 最 利 . 


表 10.2 
A REAM 。 | 每 天 换算 费用 《元 ) 
м I | tea Rima — 
编 р +. Fi 待 纺 И J | 
Е 负 区 ， “| 等 待 费 用 机 车 费用 | 总 费用 
1 0.80 0.775 0.136 0.55 0.241) 770 720 1490 
2 0.77 0.150 0.120 0.46 0.239 648 900 1548 
3 0.61 0.610 0.065 0.30 0.183 410 900 1310 
4 0 


0.61 | 0.586 | 0.065 | 0.25 .183 | 354 | 1080 | 1434 


71 编组 站 每 从 夜 集结 75 列 车 ， 平 均 编 组 时 间 为 0.5 小 时 。 
集结 时 间 偏 离 系 数 ， 当 一 :人 台 调 机 时 v 集 = 1 СВМ, ож = 
0.88 三 合 调 机 时 ，vw 抹 = 0.7; 四 人 台 调 机 时 ，v 集 =0.65。 编 组 
时 间 偏 离 系 数 v 编 = 0.4, 试问 ， 从 编组 场 和 这 出 线 能 力 协调 出 
发 , 编 尾 应 配备 几 人 台 调 机 。 如 果 已 知 调 机 一 小 时 费用 C 调 机 一 小 时 
= 9 元 ; 车 辆 一 小 时 费用 C 熙 -小 时 =0.3 元 ЯН ЖЖ = 
50 辆 。 试 求 合 理 的 调 机 台数， 


Ут = М t 
Я УМЫ: pwl, Moms 1, 
24АМя 


N mta 15 х 0.5 — А А 
或 Ма> оо, ВЕЕ, 


大 家 知道 增加 调 机 可 以 减少 桔 列 待 编 时 间 但 成 本 也 增加 
了 。 合 理 的 调 机 人 台数 应 是 ， 调 机 费用 和 待 编 费用 最 少 . 


° 361 ° 


ВЕЕТ ЛЇ у 
E= Матір CA в + 24М аСт, 
DB CU ia + Ui) 


= Ís =, 
式 中 Е а - рн) 编 


_ 5х0.5 
24x? 


“Мя=зев, pa = 0.78, 


О Е 
`4Ma = 36 BJ, он := Е 0.9.0.59, 


24х j) 
75x0.5 
x М = Z р уы == = = .39. 
Я ВЕН]. 
0.78(0.32 + 0.42) 
М = Í == — N 5 — WÓ -— - 一 一 --- 一 一 一 > 0.5=0.71/ЬЬ Ф 
2, IER 2(1- 0.78) ММ 


0.52С00.72+ 0.4) 


М=3, беж = 329259: T U. 2 x0.5=0.18 小 时 。 
5, ЕЖ 21-052) АН 
0.39(0.65“ + 0.42) 
M= t 一 ——_ ых .5 = „19^ И 
э ей 2(1—0.39) 0.5 = 0.19440 
现在 求 每 天 费用 ， 


M=2 E=1253 元 ， 

M=3 E=36336., 

М=4 E=1077 元 ， 

显然 ， 配 备 三 台 调 机 最 谷 理 ， 

72 某 站 每 天 编组 80 列 ， 平 均 编 组 时 间 ! 编 =0.5 小 时 ， 其 
АЕ Ж 0а = 0.1, 已 知 车 -小 时 寓 用 e 车 -小 时 =7 元 ; 机 车 小 
时 费用 为 e 机 车 -小 时 = 6 元 试 求 调 机 人 台数? 

Ш ”在 编组 线 上 集结 完毕 的 车 列 是 系统 的 顾客 ， 相 应 幸 出 
线 上 的 调 机 为 服务 员 。 
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确定 侠 出 线 数量 和 调 机 台数 是 站 场 设计 的 重要 问题 。 设 计 
会 数 取 决 于 车 列 集 络 和 编组 的 不 均衡 程度 。 当 车 列 集结 终了 时 
刻 ， 调 机 不 空 ,车 列 排队 等 待 编 组 。 当 绢 组 时 间 为 任意 分 布 时 ， 
f ahh) |) 


p C1 + u.) 
Wy = t = >, 
AUS о ож) ` 
N'i 
Юг = зд э 
| w МС жо) 
.. 队 ҮТ 
48— 2N f Í 


式 中 N: — H #k E] E BJ 18 РЕЖ, 
1 编 一 一 全 调 机 编组 一 列车 需要 的 时 间 ， 包括 ， 编 组 
时 间 ， 转 线 时 间 和 调 机 返回 奉 出 线 需 要 的 时 间 ， 
044 РН РЖ. 


如 用 配备 M 人 台 调 机 ， 则 N' = -于 是 上 式 为 


Мө + vp) 
i gM — INE ° 

由 此 可 见 ， 增 加 调 机 数目 ， 增 加 投资 ， 但 减少 待 编 时 间 。 即 减 
РН. 

ЕЖА Ж 326 01 БТ и ЖЕН) ЖЕН: 

王 调 机 一 24Me 机 一 时 。 

一 皮 夜 待 编 时 间 所 需要 的 费用 

Nta C1 + Uia ) 


Виж = NW yeg- -时 二 М 241 《车 时 


式 中 e 机 一 时 ， Ee 车 一 时 -一 分 齐 为 机 车 一 小 时 和 车 列 一 小 时 的 
费用 。 


Wp = 


° 363 ° 


№ (1+0) 


IU E = АМ +- олт суму. °* 
SRN E=24Men-m +- -8M 一 NT 


为 了 求 合 理 的 调 机 合 数 ， 对 上 式 申 的 M 进 行 一 次 微分 ， 并 使 之 
等 于 零 ， 经 整理 后 ， 得 : 


mm rr 


М щш — А 十 N LER 十 ов) C — pf 


24 24 V 2 e 机 一 时 
_ 80x0.5 ， 80 х0. 8050.5 la 140.4: +0402 
24 
=3( 6) 


计算 表明 ， 如 果 车 列 均 衡 集 结 ， 只 需要 调 机 1.67 之 2 台 IB H T 
集结 的 不 均衡 ， 从 经 济 合理 性 出 发 ， 尚 需 增 加 1.37 合 ， 因 而 总 
共和 需要 调 机 3 б. 

73 ”确定 调 机 的 合理 负荷 ， тем. 调 车 一 小 时 费 用; 
e 车 一 小 时 二 7 元 ， 机 车 一 小 时 费用 ，e 术 车 一 小 时 三 6 元 ， 编 组 时 间 
偏离 系数 v 编 = 0.5，a 编 二 0.4。 | 

解 ” 编 组 调 机 花费 的 时 间 包 括 二 个 部 分 ， 在 车 列 集结 过 程 
中 的 调 车 作业 和 需要 的 时 间 和 车 列 集结 完毕 后 所 需要 的 调和 车 时 
8], УМЫ, ЕЯ ЕЯ 0): 


Nts + МЕ 
ра = M М 


式 中 1 内 一 在 车 列 集结 过 程 中 的 调 车 作业 时 间 用 c 种 = 


ERM, Ма. 
. МС +а&)_ 


== 24M 
| Nt g ‚ Nin | p) CESAR 
一 -一 . -- ро 2 -. _ UE 4! 
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1+@% 


рж = 


| 1 2 е 车 一 小 时 
taaa togn -一 个 时 
2 еж, — Л 


—m  ———r 


.04 
1+ 40.501+0.5%)7. 
ШЖ ЖАТ, ФАН АЕ ВЕДУ 25%, H 
不 能 满足 车 列 集结 不 均衡 的 需要 
74 已 知 | М№= 110]; т= 10099; 集结 参数 C= 11; 到 站 
ЖНЁ=37. 3928524398, к =850%. W E ЖЕНУ 


=0.7Ъ5. 


上 需要 的 线路 长 度 ? 
E ”集结 的 梧 辆 数 为 
Ra М су 110X100X3.7 169645, 
24 24 
к = КС. Мә З.Н, 
N | 110 


[эщ x т 850 x 39 ' 
n= -2 = 19.5 , 
R a 1696 Ж/А 


因此 ， 在 编组 场 上 每 辆 车 需要 19 .5 米 . 

75 求 编 组 站 率 出 线 合理 数量 。 丰 列 编组 过 各 可 以 看 作 单 
通道 排队 服务 过 程 。 编 组 奉 出 线 和 调 机 为 服务 员 。 编 组 时 间 为 
服务 时 间 。 增 加 牵 出 比 数 目 可 以 减少 车 辆 待 纺 时 间 ， 但 要 增加 
工程 投资 。 合 理 的 这 出 线 数目 为 两 者 费用 之 和 最 少 .或 计算 还 
本 期 小 于 标准 还 本 期 合理 的 奉 出 线 数 目 M 。 


牵 出 线 数目 M = 


1440 
、 Nail z 
T -Nala 
1х HJ, pi 24M e 
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р _ Di (ож +u) i Маѓ (ож tUg) 
待 编 时 间 { 竺 第 = 一 一 二 一 一 一 三 


2(1-р) ”2(24M 一 NN 闹 t 编 )* 
MRAM ЕН, ИА 
N 3⁄4 t 8 


PT M+ D ' 

Nata (и tUg) 
7 > H А r. м я 
РИН и oO 2 4(M+1)- Nat) 


f 


. Айн = лен g nr 


| 1 
— 2 (vi. 2 НИН 
ит | 24M 一 NN 编 t 编 
И о | 
24CM +1) - Мата 2° 
期 望 费用 图 数 为 
Еж = 365 МАС я— лу. 
工程 投资 还 本 期 为 


如 果 计 算 还 本 期 小 于 标准 还 本 期 (10 年 )， 那 么 ， 调 机 数目 
是 合理 的 。 

76 求 调 车 设备 驼峰 需要 的 能 力 、 增 加 驼峰 能 力 可 以 减少 
车 列 待 解 时 间 ， 但 要 增加 驼峰 造价 。 我 们 的 目的 是 使 两 者 的 费 
用 最 少 。 即 
Анн гар им 
р! ____ МИ д) — 

"М 2(24- МЕ, [2498(24— МЕ, )] ° 
17 = №1:(05 70%) 
FR  2(24- МЕ, )[2408(24- Nt ,)J ” 
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式 中 М ВНАЕМ, 
р, 1—7 А Jim We ЕВЕ ВИ, АНУ Я PEIB la]; 
о, ор Е рн В] ЖИ Ea] Н f 
ARA. 
Ел: = 365NAt p Съ — дн. 
式 中 C 车 一 小 时 一 列 李 停 用 一 小 时 的 费用 ,， 
现在 求 还 本 期 
K ig 
т 
2х Ки Зі И; 
24:— ВЕНЕВ Н. 
П 104, ДЗЕН ЛЕНУ. 
77 确定 出 发 场合 理 股 道 数 量 。 编组 站 出 发 场 可 以 看 作 多 
个 单 通道 排队 系统 。 按 [22]， 导 出 的 期 望 费 用 最 小 的 方程 得 到 
经 济 上 有 利 的 股 道 数量 计算 公式 
1 发 经 济 
=1п| - — Каст — p) 25 
(O£ UR )С13804е+ 0.5К ж plno 


0.75N 
24 ' 
AP ”KK 换 一 铺 一 股 出 发 线 的 换算 费用 ， 
p—ih Z XM ñ Tr s 
оң, 2 发 一 车 列 转 线 时 间 和 出 发 时 间 的 储 离 系数 。 
Ae 一 车 列 竺 发 一 小 时 的 费用 3 
N 一 一 昼夜 内 出 发 的 列车 数 。 
ШЖ ой=1.0; ов = 0.85 е=0.75, 0.8, 0.85; 


十 
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KK 换 编 三 51,500 元 把 得 到 的 结果 列 于 下 家 


81 96 


1 求 出 发 场 的 合理 负 荷 。 按 [22]J。 合 理 负荷 公式 ; 
р = С + Ит) „АЖ, 


发 24т* т 
р^С1 +0 ) 
Ж 待 发 — _ È е 
2^=(1—р) 


式 中 1 技 一 技术 作业 占线 时 间 ， 取 0.75 小 时 
2 发 一 发 车 时 间 的 候 离 系数 ， 取 0.83 
р— {х ЇЙ фр, ҢКО.75, 0.8, 0.85, 
计算 结果 列 于 下 表 


Фу 0.42 0.48] 0.47] 0.51] 0.50 | 0.54 | 0.58 | 0.56 


ШЖ М, НУ АЕТ 0.420.582 8], 

77 С: ЗНИТНАЖЕМ, ЖЕНЕ 
和 延误 车 小 时 费用 e 车 ~- 时 。 试 求 编组 站 出 发 场合 理 股 道 数 量 ， 

解 ” 编 组 站 出 发 场 有 两 个 功能 ， 

(1》 满 足 车 列 出 发 作业 的 需要 ， 

(2) 车 列 密 集 组 成 时 的 需要 . 

显然 ， 增 加 出 发 场 股 道 ， 会 增加 投资 ， 但 可 减少 等 待 转 线 
时 间 的 费用 。 合 理 的 股 道 数 量 ， 两 者 的 费用 之 和 最 少 。 费 用 方 
程 为 


* 368 ° 


Е =365М№ 1: art + Кт 


PRO HUR) 


Í ¿r -= 20. 
Ш ë 9101-0 


o, | 实际 发 车 数 
式 中 一 出 发 区 间 负 集 ，p 发 = КЕЕ Л ° 
0 发 一 列车 出 发 间 阳 时 间 的 偏离 系数 ， 
P Q 十 U0 发 》 


; Е = Ne 车 -时 - Z — Кит. 
365 Мет: - в Ср) Ha m 
为 了 求 合理 的 m， 对 上 式 中 m 求 导数 ， 并 使 为 0， 
得 m=1n|- —— 


182.56% . А+ рая 
(dnog) t}. 
80 根据 延误 概率 求 出 发 场 股 道 数量 。 
设 延 误 发 苗 的 概率 不 大 于 0.05， 
解 ” 延 误 概 率 为 


Dx (1+0; в) 


Pag = — 


(m+ 1)1n 


] + OL. )D a 
— -发 =1nP g, 


_ 1-я] 
1 + 
2. ы ox | 
81 жинар ини ала ЗР, СЖ. 每 


昼夜 驼峰 解体 N= 80 列 ， 列 检 作 业 时 间 杂 =0.5 小 时 ， Ж 列 解 
WK ЕЕ ИН НУ T = У в =0.4; 每 列车 小 时 e 列 时 =10 元 ， 停 车 一 
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— ~] 


次 的 费用 为 eo =4 元 。 每 车 列 小 时 e 车 时 = 1076, 0 y Pag Tn 
Р: 


я ж 5 | т % 


o | fk | n p ) 
9 =0.25 ` 23 0.21 0.17 


方案 指标 | 2 | жила) TERE КЫР 
| ú 
| | 
і 
| | 
| 100 | 959 1800 


б} 资 | 0 130 170 250 680 899 0 
增加 的 设备 的 基 必 | g 
- 折 有 与 日 常 维修 费 | __ 

换算 费用 | 0 13. 8 28. аа. 697.1 


— | — — А. —— v саллы 


4.2 8.112.616. a 21.0| 0 32 as | 132 


—— 


80.0 163.2 348 


127. 8 0 


| 


Ш Вил АЯ. ЖИП ЫЛ М ЖАЛ ЗЕЛ ЫЕ: 
2E = gt E = + Ев + Е, > пи, 
式 中 ЕМ 下 每 年 车 列 解体 费用 ， 
E ERRE 
ERER, 


;一 第 方案 增加 设备 的 建筑 、 运 管 费用 . 
ИЖЕ, Eio EAT IRCA. № 


| - 入 (1 +O) 
Ej 一 365Nen 时 | tati + t | 
之 的 王 365Ne 列 时 | tz Ав) № 


о"*1(1+05,) 
2A -p) 


р" 1(1-„ф? ) 
i% i 
— + Ep. (ж) 


+ 365 МАезн х 


+ 365№, 


式 中 AN 一 一 昼夜 内 驼峰 解体 车 列 数 ; 
e 列 时 一 1 个 李 列 小 时 的 费用 ) 
和 一 每 小 时 到 达 解 体 的 列车 数 ; 


p 一 驼峰 负荷 水 平 ，p= 7266, 
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ATERA CAO 达到 最 优 ， 把 驼峰 和 和 到达 场 改 造 方 案 列 
成 矩阵 形式 ， 


a 0.25 0.23 0.21 0.17 Dv |£ 


4 567 8 9 5) 3597 
80 


и, 0 x 0.25 
А, = = ‚О IB Hs = on 


= 0, 83g 


Pi =0.77; 2. =0.70; Оз =0.57Т. 
第 一 步 ， 固 定 股 道 数 m= 4; 变化 驼峰 解体 间 М Ра: 
=0.25, 则 


3.33X0.252(1 十 0.42) 
2(1—3.33x 0.26) 


УЕ = 365 x 80 x 10] | 


7 0.83*+*1:(1+0.42) 
+0.25 |+ 365 < 80 х10-5—°з—.Є1-*0.1_ 
2х3. 33(1-0.83). 


0.83171 d +0.42) 


— + 02272700026. 


+ 365 х 80 х4 


ор, т=4, фщ= 0.23 УЕњ >= 56100056, 
Jp, т=4, Ё1ш= 0.21 УЕ == 53000025, 
ЖЩ} т=4, tw= 0.17 УБи =: 60700076, 
当 第 四 步 时 ， 费 用 增加 ， 上 局 面 回 定 # 话 =0.21 改 变 股 道 数 量 严 。 
进行 第 二 周期 计算 。 
第 一 步 ，! 贱 =0.21， 有 =5 > 已 的 =-529000 元 。 
А5335, = 0.21, т=6; УЕ >= 531400076. 
ТЖ ӨЛ, і =0.21, m= 58у, HARD, ATRE, 再 增 
加 一 步 计 算 ， 
1 二 6，+ 暗 二 0.25，5E 换 = 二 701800 元 ， 
т= 6, іњ= 0.25, УЕњ = 55480026, 
т=б, і= 0.17, У Еж = 62600026. 


° 37] ° 


可 见 所 需 费 用 都 大 于 方案 т=5, #4=0.21. ИИ Е 


方案 为 增加 1 上 股 到 达 线 ， ЖАРЕ, E tig H 
0.25% 70.21), 

82 ”如 果 国 家 投资 只 有 B=700000 元 , 则 上 例 应 如 何 改 建 ， 
Дл АЈ? 

解 ” 本 例 计算 同上 例 ， 不 过 每 一 步 都 要 用 下 式 验 算 ， 


> К,<В (j=1,2,.. ,1), 
式 中 > kj; 一 采用 第 i 改建 方案 时 需要 的 总 投资 ， 
ki 一 采用 第 /种 作业 方式 时 的 投资 ， 


计算 步骤 和 结果 列 于 下 К. ВИ, БЕ m= 7, 
tig = 0.23, 


a| пиры | ЖЕМЕК 。 | EEK 
ЖЕЛ TU YE 22 
Ё № Инн © (тл) |, 
Е жж рр 
1 0.25 0<700 727.0 
1 2 4 0.23 400<700 564.9 
3 0.21 960-700 — 
1 5 | 480<700 556.8 
2 6 570<700 554.8 
2 0.23 
3 7 650<700 554.6 
4 8 10802700 — 
— _ и К 
| | 1 0.26 | 680<700 729.4 
и щу Ж 8 | 
2 0.23 | 10802>700 — 


因此 ， 在 到 达 场 增加 三 股 道 ， 驼 峰 改 建成 1 星 =0.23 时 。 
88 ” 试 求 货场 印 车 线 合 理 长 度 。 已 知 资料 如 下 : 

а) 车 辆 成 组 到 达 ; 

b) 货场 有 固定 的 工作 制度 ， 
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ИА. 


су 货场 每 肢 夜 平均 作业 车 有 mm.=30 辆 ， 其 偏离 系数 v= 
0.4; ЖУРН 9= 30TC; 车 站 每 次 送 车 延续 时 间 P w = 
0 .5 小 时 ， 1 个 机 车 小 时 的 0 Неру = 6.576; 1 个 车 辆 小 时 的 费 
用 e 东 时 二 0.15 元 ;铺设 一 米线 路 的 费用 k, = 40 元 ;线路 年 折旧 
种 日常 维 修 费 用 为 建筑 费 的 @;=6%， ЮЖН ЕЕ у 
置 费 k= 40000 元 ， 其 生产 能 力 为 开 = 60 吨 /时 ， 

D 工人 计件 工资 . 

解 ” 缉 车 机 在 正常 稳 态 作业 条 件 下 的 合理 包车 线 长 度 ; 
L = 21, tL, 
式 中 LIEKE, 


! 一 车 辆 长 度 。 
装 印 线 合理 长 度 必 须 足 总 器 用 最 少 。 这 些 费 用 十 ”三 总 三 

Е,+Е,+Е,+Е,+Е,, 
式 中 Е НН tE Tr ЇН H ЁЁ, Е, = Каса + 
Е) 

五 一 投资 效益 系数 ; 

K 印 一 装 印 机 械 购 置 费 ; 

4 一 年 折旧 维修 系数 ; 

Ж В з 

E, 一 车 辆 装 凶 停留 时 间 


‚ М 
Е, =365Neg-n (тр + Ват). 
已 :一 调 车 费用 
Е. = 365% ез-н. 
Е. ЖОН 
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Natr DI 


Е, = - x 4380е +. 


Es 一 线路 折旧 维修 费用 


Е=2 № (о„ +E), 


@п——®% ЕН АЖ; 


a. a 
Ем =а,2 + —- + dar +-+, 
ХЕ r 


N: 
ЗА, rB а, =ke +E); а, = 569= SEL, 


а, = 3652 (ен + Меж); а, = N(1 +Г* 438 0еж: в+ 
+2NIkm(ar + E), 
把 数值 代入 得 ， 
а, =40000(0.1+0.12>=8800; 


_ 365х 100° x 60x 0.15 
60 


а, =365х0.5(С6.5 + 100х 0.15) = 3924; 
а,2=100(1+0.4) х 4380 х 0.15 +2 х 100 х 8 
х 4000.06 + 0.12) = 87732; 


119150 + 39245 487792 АТИ, 


= 273150; 


Ем = 8800z + — 


, 31.1 9.97 
Б = += + 十 二” 
或 总 二 < 0. 49x x ° 


因为 最 少 需 送 车 3 次 ， 所 以 zir=3， 


_ №9 100x 30 


ЗЕ Ж. (Ту: - i= РЕП (24-0.5х3)60 Б 


为 了 求 最 优 送 车 次 数 x ННН, RTE 
z= 3， 变 换 装 印 机 械 数 目 z， 并 计算 总 费用 ， 
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Я— Ж: T= 3, 2=3; 
El =3 „81.1 +0.45x3 += = 11.128. 


3х5 
第 二 步 : х=3, 2= 4; 
Es =11.264, 


由 此 可 见 ， x= ЗВ, z 不 能 用 4. 
但 用 z= 3， х=4, 5, 6, 7, 8, 计算 总 费用 的 结果 ， 


т 3 4 5 6 ri 8 


EL | 11.128 9.884 9.317 9.089 9.055 9.142 


由 表 可 见 x=7， 总 费用 最 少 。 

第 三 步 ， 把 z= 7 固定 ， 变 更 z==3，4。 总 费用 增加 。 由 表 
可 知 ，z=7，2=3 时 最 优 ， 我 们 增加 一 步 计算 ， 即 x =8，z= 
4. 这 时 E, = 9.818。 因 而 x*=7，2= 3 为 最 优 方案 ， 因 此 , La 
= 259Ж. 

84 ВНЖ ЖЯ, RREN As 服务 时 


间 服 从 两 阶 爱 尔 朗 分 布 ， 平 均 服 务 时 间 为 二 ， 即 两 个 独立 的 随 
机 变数 之 和 ， 它 们 是 相同 的 指数 分 布 ， 服 务 强度 为 x/。 根 据 数 


学 期 望 加 法 定理 ， 
1 1 1 
TARTAR 

从 而 u’ = 24 


因此 ， 服 从 两 阶 爱 尔 朗 分 布 的 服务 时 间 Te 它 的 数学 期 
望 为 二 ， 可 能 表示 为 两 个 独立 的 随机 变数 T 骨 和 T 仿 之 和 ,每 个 


指数 分 布 的 参数 都 是 24。T&’ 和 T%' 可 以 表示 服务 过 程 的 两 个 
位 相 。 
° 375 ° 


这 种 模型 的 生 、 灭 图 ， 如 下 图 所 示 


10.1 


图 中 ， So 一 系统 中 没有 顾客 (服务 没有 开始 )， 

S 1,1 一 系统 内 有 一 个 顾客 ， 在 第 一 位 相 接 受 服 务 ， Š 
有 顾客 排队 ， 

S1,2 一 系统 内 有 一 个 顾客 ， 在 第 二 位 相 接 受 服 务 ， 没 
A В ЛЕВА з 

S,,1 一 系统 内 有 两 个 顾客 ， 第 一 个 顾客 在 第 一 位 相 接 
受 服务 ， 第 二 个 顾客 在 排队 ; 

S$,,: 一 系统 内 有 两 个 顾客 ， 第 一 个 顾客 在 第 二 相 接 受 
服务 ， 第 二 个 顾客 在 排队 ， 


5, 一 系统 内 有 个 顾客 ,第 一 个 顾客 在 第 一 相 控 妆 服 
务 ， 其 余 顾客 在 排队 ; 

Si,s 一 系统 内 有 Kk 个 左 客 ， 第 一 个 顾客 在 第 二 相 接 受 服 
5, ЖАЙНА. 


BHS, >S,, i Ну ВЕЖА, 3 86 K 25 НУ, 1 805,2, 
На ДЕ 2н. HS i. Sa у ВЕН Е2и, СА. ХЕ), 
根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 葛 可 尔 夫 方 程 的 一 般 法 则 ， 有 : 
KP = 2uP, ,, 
(A +2u4)Pi; 5AP, +2uP, о. 
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(^+2)Р, ,=2нР, |, 
(А+ 2u)P, =ÀP, | 十 24P，。， 
(À +2B)P, 5 =АР,, +2uP, |, 


(А +2u)P, | АР тут + 2ИРь + 1,2 
(А+ 2н)Рь, = АР. + РГ, 


ü& ë n иво ирене $f üu вых ча 


БР. =2P, 3, 

(р+2)Р, ,=pP, +2P, ,, 
(p+2)P,,, =2Р,., 

(p+2)P, —pP ,+2P, ,, 
(P+2)P = рР, ‚1 +2Р,, 1, 
CP + 2)Р, = PPr 1, +2Р,,, 


本 题 有 无 限 个 方程 式 、 池 有 无 限 个 未 知 数 P,,P, ,，P,),,， 
FI， 上 上 2，…。 因 此 ， 这 种 方程 的 解 ， 只 当 和 和 1 有 具体 的 数 
值 。 当 状态 概率 方程 很 多 时， 可 以 用 逼近 解法 (近似 )。 这 种 非 
马尔 可 夫 问 题 有 时 可 以 转化 成 马尔 可 夫 过 程 求解 ， 

85 KRAS (技术 装备 ) 在 最 简单 流 的 作用 下 ， 可 能 发 
生 故 障 ， 一 有 旦 发 生 故 障 ， 立 即 排除 ， 排 除 故障 时 间 服 从 三 阶 爱 
尔 朗 分 布 。 故 障 发 生 的 强度 为 。 求 状态 极限 概率 ? 

解 ” 本 系统 为 M E, | 1 型 。 它 是 非 马 尔 可 夫 过 程 。 我 们 用 
马尔 可 夫 过 程 来 代替 它 . | 

排除 故障 时 间 T 是 随机 变数 。 它 服 从 三 阶 爱 尔 朗 分 布 ， 即 
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2 
J | G) «КӨЛӘ ес! (10), 


пў Т=Т,+Т. +Г., 
Н Ti, Ta, T, #1КАНАЛ ВЕЕ: Вр 
J СР) = цег“ G> 0), 
系统 ”的 实际 可 能 状态 有 有 两 个 : 
S,— E Bi; 


5, 一 设备 有 故障 . 
系统 状态 转移 图 如 图 所 示 ， 它 
是 循环 式 图 形 ， 因 为 自 状态 10.2 


SBAS В, ЖАН И. М, АНЕМИИ РЕА À 
га, НТА ЛА a A ОЕ Bi] S, 分 解 成 三 个 М 
次 的 “近似 状态 ”。 即 
Sy 一 开始 修理 ， 
Sy 一 正在 修 型 ， 


Sw 一 修理 完 单 ， 


或 者 说 ， 把 排除 故障 分 | ”< — 
为 三 个 阶段 ， 而 每 个 阶 10.3 


段 ,系统 的 逗留 时 间 服 从 指数 分 布 ， 这 时 , 系统 状态 转移 图 为 ， 
图 中 ， 一 个 状态 5; 用 三 个 近似 状态 SP, ЗРЯ. 
这 样 把 非 马尔 可 夫 过 程 近似 地 看 作 马 尔 可 夫 过 程 。 用 P,P 
和 P 名 表示 近似 状态 SY，S 台 ?和 5S) 的 极限 概率 。 于 是 出 现 
P, =PP Pu) + Р), 
令 т =, Т =, 这 样 可 以 写 出 状态 的 极限 概率 ， 


=— — 


КЕ t+3t, 


Ї 
P41) -- PC) — р‘ 3». - 2, 
о айин 9 т 9 то s 


t, +31, 


31 
Р, = PP 4P, рз) = - 2 А 
і, +32, 


这 里 3t, 就 是 修理 时 间 , 它 等 于 每 个 修理 阶段 的 时 间 之 和 。 
、 7 1 _ 
因 为 Ё 1 п’ Г. — 7} 


1 , P 一 一 _ P =- 


86 Ао 由 两 台 型 号 相同 的 机 床 组 成 。 在 最 简单 
流 СИ WERT, ЭТ. 其 强度 为 人 。 ЧЕ 
的 机 器 立即 得 到 修理 ， 如 果 修 理 时 间 服 从 两 阶 爱 尔 计 分 布 。 
ИП f G) =u? te ™ (1>0) 

求 系统 状态 的 极限 概率 ， 

解 ” 系 统 有 三 个 可 能 状态 : 

50o 一 两 合 机 床 都 在 工作 ; 

5 ,一 一 全 工作 ， 一 全 发生 故 障 ; 

5 ,一 两 台 都 发 生 故 障 ， 

我 们 把 修理 过 程 分 成 . 步 ， 开 始 修理 和 修理 完毕 。 每 一 步 
的 修理 时 间 服 从 指数 分 布 。 

fi) = шет“ (ї`>ф), 

如 果 系 统 中 引入 下 列 “ 伪 状态 ”, 则 把 非 马尔 可 夫 过 程 转变 
成 马尔 可 夫 过 程 。 

5’ 一 一 台 工 作 ， 一 台 开 始 修理 ; 

SY 一 一 台 工 作 ， 一 全 修理 完毕 ; 

S, O 一 两 台 都 开始 修理 ; 


3279 • 


Sun 一 台 开 始 修理 ， 另 一 台 修理 完毕 ; 
Sen МЕНЕ. 
系统 状态 转移 图 如 图 所 示 。 


10.4 


R PATARAS O #159 ® 8IS 22 ASE 的 强度 不 是 4 而 
是 24。 这 是 因为 转移 到 下 - - 步 〈 修 理 完 毕 ) 修理 的 机 床 可 以 是 
两 台中 的 任意 -一 台 。 
系统 状态 极限 概率 方程 ; 
2AP, UPEP = (А+ )Р\?, \ 
UPO + 2иР = ОРУ, 


АР) =: uPD? , (1) 
pu PY 1) + APE = WPD 。 | 
црч.?) = pP ED , | 

uP = АР, ) 


H (1) 式 中 的 第 三 、 五 和 第 六 个 方程 式 有 ， 
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Pil.1) À ра: \ 
2и | 
(2,2. -一 1, (1,9) ‚ 
Рё ‚Р, | (2) 
А x 
有 42) = 2" р А 
1 д ] 


E 02) RA GD 中 其 余 = 个 方程 中 ， 得 


2XP -- ИРА. = (А+ Шур, 
PED +4 uPD 二 (人 | 
НР, + his ( К | (3) 
мро + 0 Р, = 21Р '* | 


k= ОЕ ЖЖ, Po POMPE? 我 们 
Khi s = ОМО 方程 式 ， 加 上 让 则 条 件 : 
P, + Ру? + РЭ” + РО 十 РЫ + РЗ? =1, 
考虑 把 (2> RAER 


2А, 


(1 r5) Р, + (1+ À 


3 
psl) +. PU: =], (1) 
au) 2 


我 们 解 (3) 中 第 一 、 “和 (4) 得 


PLD = (1+2 Pb _22P (5) 
` H H 
{в G) ЖА O 中 第 二 个 方程 式 ， 得 : 


(А + DPP = | 2. + +2 AA +D |Р», 


或 PS = 22р, (6) 


把 《6) RA ©), 4 
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,2) — 
PUD = 


把 (6) Ж (7) SNEM: Е (4) 得 


2А у № ЭА 
e +“ , 
P,(1 +“ + tt )=1 
4 和 в 1 
P,=|1- 9 
从 而 ° [ £ и’ п? + 4ш + АА?" 8) 
从 (5) М (7) 求 得 
2 和 内 2k š 
pu) = = 一 р‹1.2) —- 
! АЛИНА: ° Ша али ди?) 


№ (02) 求 得 ; 
_ ЗАВ А2 
р‘: р‘! , 1) —— 
Г + али ДАЎ? АЛИНА? } 


ЖЕ; 
H° 十 ÀH АА? ° 


«ТАН Y “ПХ Жой, MA ARRESE: 


и" dA 
е Р = PDO р р 
ГГА ЕЙ? ба: : "ИР + АЛЫ ДА? 


(2,2) 一 
P4e ,2) = 


0 一 
| 4 人 “ 
Р = PUD) (1.3) 十 PRD = _ 
=: tE, kas и? АЛИ + ДА? ° 
ЮЖ, А =1, = 4B QER Fa KAS), В LK AB tE T E: BJ 


КЖ Pa = 020.04, 一 台 机 床 修理 的 概率 P, = =0.32， 两 


£; ЖИР ТЕ 1 JE Р) Ж Ж Р. = 5. =0.04, 
我 们 看 到 只 有 当 系 统 状态 数目 不 多 时 ， 才 用 “ 伪 状 态 ” 求 

Е ЛЕВА Ву, ШИЯ СЕК, 
87 = п ЖАЖИ ККЕ. МЖА E Bš W RE EJ 
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йй. ЗЕРНА EF н. IRRE. УИ 
Ы HERRE RAEI MET A ts o BE A RAAE. POR aR: 
系统 平均 生产 能 力 。 

解 ”系统 $ 的 上 、 灭 图 如 下 图 所 示 : 


Eh: SE EYUK REILHE, 
5, —#-—В М4; 
S ,一 有 二 台 机 床 发 生 故 障 ; 
S, 一 所 有 机 床 都 发 生 故 障 ， 
i 服 一 机 床 无 故障 工作 的 平均 时 间 ， 
一 一 机 订 发 生 故 障 的 间隔 时 间 ， 
服 


+ 修一 修理 一 台 机 床 的 平均 时 间 ， 
1 -修理 强度 ， 即 单位 时 间 内 平均 修理 的 机 床 台 数 。 


t 修 
RRE, KRATRAR RRIEK- REM, Rir 
В з 
Sp- Тр, ру Š р» 
! 服 Í 修 Їн 
И P, ё p,, p= 50 | Р» 
1 服 | 修 i 服 
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1. 上 修 гу 
根据 正则 条 件 . ро +P +p, +рз = 1, 
| _ И 

p =| 1+3 +з) " е) ] 


p=3 (Ë р, p. -a (EY ps 


r 服 1 服 
Fa 3 
P, = 8. Ро» 
ГЮ 
w ш tis 
мр = 10, Fs =5, 5 > = 0.5. 
Г 
3 3 1 l 8 
— | 十 -一 十 一 十 一 = a 
Р: 2 4 в) 97? 
12 1 
Pi 2-53 р. 57 } рз 57 * 


技术 系统 生产 能 力 : 1000р, + 5096р, =51.9%. 

88 有 冷 储 备 的 技术 装置 。 技 术 装 置 故 障 流 服从 最 简单 流 ， 
技术 装置 由 一 个 主要 元 件 4 ,和 两 个 储备 元 件 4, 和 4 组成。 当 
A | 出 故障 时 由 4; 转 接 工作 ， 当 有 A; 出 故障 时 由 A 代替。 每 个 储 
符 元 件 开始 工作 之 前 ， 部 处 于 “ 冷 状态 ， 因 此 不 会 出 故障 。 主 
要 元 件 的 故障 强度 为 ^,， 储 备 元 件 出 故障 的 强度 为 ,。 试 求 系 
统 的 可 徘 性 。 

解 ” 系 统 状 态 转移 图 为 ; 

e 384 ° 


4 | 
图 10.6 


图 中 55, 一 主要 元 件 4 :在 工作 3 

5 ,一 储备 元 件 4, 有 有 :工作 ， 

5S; 一 储备 元 件 A4 ,在 :工作 ; 

5 4 一 所 有 元 件 都 不 在 工作 . 
由 于 没有 考虑 修复 过 程 ， 所 以 图 中 入 头 线 只 指 岂 一 个 方向。 根 
据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 葛 可 尔 夫 方程 的 一 般 法 则 ， 我 们 有 ， 


di TTP: 
са — р» FAP, 
2: — — À P, + 入 ,ps 
d 
а а: 
还 有 正则 条 件 ，D, +ps+Ppi +р, = 1, 
由 第 一 个 方程 式 得 
pG) = e: ! 
(初始 条 和 件 为 DC(0)=1) 把 它 代 入 第 二 个 方程 式 ， 
得 pie А 


初始 条 件 p,(0) 0， 并 积分 ， 得 
р у= | ee 
2 №, --А, М, = А, ' 


把 它 代 入 第 三 个 方程 式 得 
e 385 ° 


dp, _. 入 1 人， -Åt А А, М-А, 1 
di + е се 
设 初 始 条 件 为 Pp;C0)= 0， 积 分 后 得 
А, А, -At _ 入 1 入 ， 一 
PT ХА, © 
АЕ а, 
= —  - ° 
,一 大 | 
而 p,(1)=1-p(t)= 1 (р, (Р) +р,(#) +р,СР)), 
_ 1 _ № т Җа! | 
(А. — 入, )* СА, ~A,)? 
А.А јет. 
À. = А, ° 


89 设 技术 装置 $ 由 主要 元 件 4， 和 和 三 个 储备 元 件 ， А,, 
A,，，A ,组 成 ， 主 要 元 件 的 故障 流 为 最 简单 流 ， 其 强度 为 入,， 
储备 元 件 在 工作 之 前 发 生 故 障 的 强度 为 。， 一 旦 储备 元 件 开 始 
工作 ， 故 摩 强度 立即 成 为 。 当 主要 元 件 出 故障 后 由 储备 元 件 
4，, 代 替 ，4: 出 了 故障 由 4A, 代 替 ，A4。 出 了 毛病 由 A。 КЖ. 

求 技术 压 置 系统 的 可 靠 性 ， 

系统 可 能 状态 有 : 

S, ,一 主要 元 件 正常 工作 ， 三 个 储备 元 件 完好 ， 

S,, ,一 主要 元 件 正常 工作 ， 二 个 储备 元 件 完好 ， 一 个 储备 
元 件 发 生 故 障 

S ,一 主要 元 件 正常 工作 ， 一 个 储备 元 件 完好 ,二 个 储备 元 
件 发 生 故 障 ; 

Si 一 主要 元 件 正 常 工作 ， 三 个 储备 元 件 都 发 生 故 障 ， 

Su: 一 人, 出 故障 ， 有 一 个 储备 元 件 代 替 工 作 ， 二 个 鱼 备 元 
件 完好 
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S,, 一 A 1 出 故障 ， 一 个 储备 元 件 代替 工作 ， 一 个 储备 元 件 
完好 ， 一 个 储备 元 件 出 故障 ， 

S,1 一 和 1 出 故障 ， 一 个 储备 元 件 代 闭 工 作 ， 二 个 储备 元 件 
出 故障 ， 

Soo 一 所 有 元 件 都 出 故障 。 

系统 状态 转移 图 : 


3А, 24, А, 


Aat А, А, 

Е 10.7 
系统 状态 极限 概率 方程 组 为 : 
dp 
— 7 — (3А, +А, 2р, з, I 
d 
да = — (2А, +A Piz + ЗА,р, з, 
d 
Sh — (À; +А,Әр,,+25›р\, 
“зз = Арль + Азр, 

a (1) 

Pos = — (А, + 2А, ро + МР,» 
“ро: — —_ (ЛА. ур + А, р + (А + 2А )роз, 
е. = - А.р + Ар, + + А, Роз, 
ар, г 


af =A,Pjo НА. Роге 


ы 
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还 有 正则 条 件 ; 
Pig КР» +р, 1 Ро FD I Poa + Рр РА, =1. 
由 《1) 式 中 第 一 个 方程 式 ， 得 
р, С) = ет”. |, (2) 
КАСОН АЈБ А, В: Р.Ю. EERAO) 
АЖ = К Л ЖЕ, pi (1)。 以 此 类 推 RARP o (О. 
Poo (>) =1- Ср, ( Р-Р. СРО, CHP, СЁ) 
~ p. СЕ» p, Ct) + Ри. СЁ) 
从 而 可 得 系统 的 可 徘 性 ; 
рС1)=р.(ї)+р, GI)+p i СР Ро СР) + рез CE) 
+ ро Сё) EtPo), 
或 р(#) = 1-р (Ё), 

90 НАН B BJ Fe À # 2 , k HJ W Pš T 2 82 fa) А WI , 
其 参数 为 ^。 当 元 件 发 生 故 障 时 ， 立 即 换 成 新 的 元 件 。 新 元 件 
的 特征 和 原 元 件 的 特征 一 样 。 设 系统 内 和 钾 有 N Ил. Í 
符 元 件 处 于 “ 冷 ” 状 态 。 求 应 ! 时 间 内 需要 多 少 个 储备 元 件 ,或 
者 说 ， 求 系统 的 可 靠 性 。 

# КИ КЕ СЕ) 解决 。 为 了 简单 起 见 ， 我 
们 采用 下 法 计算 : 

设 在 时 间 轴 of 上 分 布 着 修复 流 。 即 修理 时 间 序 列 〈 见 图 
3.1). ВХ, ХЛ. HABRA. АНИ EPG) 
是 在 1 时 刻 系统 正常 工作 的 概率 。 为 些 ， 把 0 ,1 时 间 分 成 N 个 时 
№ (ТЯ, МТ) 

我 们 已 经 知道 〈 见 第 三 次 8$ 2) 落 在 ! 时 间 内 的 最 简单 流 的 
事件 数 服 从 注 松 分 布 : 


раа eni, і =], 
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或 AE” 1, 
P= mi Š | (m=0,1, 6; ), 


ЕСО, ПЕНН, А GHE 的 数目 不 超过 [Ж 
率 ， 这 就 是 系统 的 可 靠 性 . 
р(1)=р,‚,+р,‚+ + ру, 
„ому О" у, 


— ail #7 
w ir | 


或 р(Фу= Ур. = 
mog 
N 


ht (Ai). 
РДЕ 


123 НЯН 7А ЖИН РСН. 

91 某 技 术 禾 备 由 大 量 独立 部 件 组 成 。 每 个 部 件 在 厂 时 间 
和 内， 具有 相同 的 很 小 的 故障 率 。 求 了 时 间 内 ， 至 少 有 一 个 部 件 
发 生 故 条 的 概率 为 0.98， | 

解 ПШ, КАШЛАР, ЕН. ШОР 
Бу АУ НИНА А в. ШКА СЕН), БШ 
至 少 发生 一 个 故障 的 概率 为 0.98. 
即 | -е`"=0.98, © '=0.02, /.Л=3,.924, 
即 在 了 时 间 内 平均 有 4 个 部 件 发 生 故 障 ， 

92 ”电子 计算 机 需要 实时 地 处 理 大量 信 息 ， 一 部 分 在 控制 
中 进行 加 了 工 ， 一 课 分 存 入 内 存 等 竺 处理 ， 信 息 量 是 随机 变量 ， 
НАЛ АЛУ, Б] НЕМ. АНИ. WE 
大大， 无 谓 地 增 大 了 计算 机 的 体积 ， 重 量 和 成 本 ， 内存 太 小 ， 
Е 9] 3, НЕ, ВЕНЕ ЗАРЕ. 

设 已 知 每 分 钟 到 达 10 个 任务 ,入 = 10， 计 算 机 等 分 钟 可 以 加 
工 20 个 任务 , к= 20。 任 务 在 内 存 中 存放 时 间 超 过 二 分 钟 , 即 自 
动 撤销 。 试 求 ， 排队 时 间 大 于 二 分 钟 的 概率 ， 排 队 平 均 长 度 ， 

Е рбет >20) = pe Or 
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E e'm е" үе s 
Ш p= (в) ту т | (т) 
өр 
1 — _ _ 
e en Po 


(m — 1) l — e ° 


À = 10, u= 20, Ро T09 т= 1, 

_ 0.5. _ 
ре = r Po Ро» Шр. =1-р=1-9 5 = 0 5. 
pi = 0.5, 


РО 222) == 0.5 «е7 029710" 0.5e 0 = 107°, 
HI; H] BL, ТЕ ИТ: ӘУ ТВЕН А Ж ТЛ >. 
说 明 计 算 机 能 力 有 富余 。 由 ?Po=0.5， 可 见 , 计 算 机 有 一 准时 加 
是 空闲 的 。 因 而 可 以 增加 计算 机 的 负荷 ， 或 者 降低 计算 机 的 运 
RER. 
现在 求 排队 平均 长 度 : 排队 平均 长 度 大 于 内 存单 元 N НИЙ 
率 应 不 大 于 10”， 这 时 需要 的 为 


р.үу= > р, = > р®*1 = р“ =107°, 


R -N+1 R=; +] 
= 9 
19? 50. 


即 ， 内 存单 元 必须 有 30 个 ， 

93 ”确定 “ 电 铲 一 自 弛 -上 车 ”系统 中 卡车 的 合理 数量 ,已 
1: НЯ Маз-503В, 18 тр, BE 1252 型 的 容积 1.25 
ЖЖ. ЕЕ ЕТ.5 АН, НЕ МЕ =1.5 
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分 钟 ==0.025 小 时 〈 其 中 了 包括 电 铲 调 移 时 间 ). РП ВИН 
=1.3 分 钟 =0.0217 小 时 。 无 论 空 车 或 重 车 平均 运行 速度 ов = 
25 公 里 /时 。 上 述 数据 来 自 日 常 统 计 观 测 。 目 印 卡 车 平均 运输 
周期 按 下 式 计 算 

2x 1.5 


Ти =+ + і = 0.025 +=- + 0.0217 
ОР) 25 
=0.166/^ И]; 
从 而 ， 单 位 时 间 内 ， 卡 车 平均 装 车 次 数 为 ， 
_ 1 1 、 
К=з “лу, 166 “6 次 /时 . 
而 电 铲 装 车 强度 为 
_ Í 
WET 708 = 4099, 07. 
需要 的 目 印 卡车 数目 为 ， 
Т 0.166 ий _ 40 _ 
Tg Соз A (ув ^Т®). 


为 了 计算 电镜 和 卡车 的 停 闲 时 间 ， 需 要 确定 系统 的 各 种 可 
能 状态 。 计 算 公 式 为 
8 


М А, 
рь = ўю с) Ро (1) 


式 中 NN 一 运输 中 的 卡车 数 ， 

K 一 0，1，…，N 一 系统 的 可 能 状态 ， 

po 一 所 有 卡车 都 在 运行 ， 即 不 需要 装 车 或 者 说 ， 电 铲 空 
着 的 概率 ， 

А— А {1 Ва] ру, КЖ. 

и у А р, Huj p] ВЕ E X 

КУКУ ARI FK. ВИРА ARA Я] 
能 状态 k= 0，1，…，10。 
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第 一 格 由 第 一 格 的 数值 减 去 1 获得 。 


第 三 格 按 下 式 计 算 后 填 入 。 


В 


0, (N-K)i 


а) 


Р 


0 


к= 0; Pe 101 ( ) =o. 


Р, (10-0)! ‘40. 


0! 6 
k=1, Pe 10! - (0 ) =1.5; 


Po ü a 0 ~ і ) 


к=2, № 101! (6 у... 
Po (19-2) ` 40 ' 

k= 5 PI _ _ 101 — .. Í. б Ta 

"ор, (10-3)! 40. | 


| р 4 
"р, 40-4: do 


22.025; 


- Ph 101 16° | 
К = 一 -— (2 И | . 
> Pa (10-51 \ 40 | 51.50; 
Р @ 
, po (10-6)! 10) 1.7153 
Pr 101 (т 
К=7 二 = 3 
p° (10-7)! 1.083; 


р, 10! 6 
К = 9 | 
| Р, (10-8! \ 40 
k= 9, Pa 10] __ Ë 0 
Po (10-9) ` 40 
101 Б . 10 

к= 10. P =- “1! (! 

Рә (70-105 ldo 


把 第 三 格 的 值 加 总 ， 得 : 
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) =0.4643 
) =0.1393 


= 0.00, 


0 


Ln 
2 p=] (Я 


xy. л ми у . _ А 
ДУ Т д, ВИТУ, 
khp 
_ 1 .- 
Ei -—— =: 15,147, 
Po 
| 
从 而 po = — = 066. 
15.147 
Р | 
K К-1 — K | Рк | (K-1)PK 
Po 
wa wa 
0 | — | 1.000 | 0.006 一 
| | 
1 0 1.500 | 0.0399 0.000 
2 | 2.02: | 0.134 0.134 
3 2 2.430 0.160 0.320 
4 3 2.535: 0.168 0.504 
5 4 2.290 0.15} 0.604 
6 | 5 1.71.) 0.113 0.565 
7 | 6 1.03: 0.068 0.408 
8 x 7 0.464 0.03) 0.217 
9 8 0.139 0.010 0.080 
10 | 3 0.000 | 0.000 0.000 
И _ | — 
У р I ii 18 
к, К > Px = > (K -1)Pk = 2.832 
Ро * 15.147 | К-о K=0 


Де, MEIE Е ЕВ, ВЕН BA ЖИЫ 
8] 6.606. 


35 FR li Н ЛА ЙЕ Р, = 0.0666], 
第 五 格 的 值 由 第 二 格 采 第 四 格 得 到 ， 


° 3923 ° 


把 第 四 和 第 五 格 加 总 得 ， 


10 10 
УР, =1.000 © (< #- ПР, = 2.832, 


一 辆 卡车 在 一 个 班 认 空闲 时 间 的 期 加 但 为 ， 
200 ,ga 
ни 0.2832. 
为 了 全 面 估 计 电 铲 和 卡车 工作 间 的 协调 关系 ， 必 须 计 算 系 
统 内 有 不 等 量 卡车 时 的 情况 ， 


显然 ， 再 增加 卡车 是 不 合理 的 ,因为 电 铲 的 空闲 时 间 再 少 ， 
技术 上 也 不 允许 。 因 此 ， 卡 车 的 数量 应 少 于 10。 即 N=9,8,7， 
6,5,4. 
所 有 计算 同上 面 一 样 。 计 算 工 作 量 很 大 。 因 而 应 该 用 电子 
计算 机 计算 。 计 算 绪 果 列 于 表 2。 
HARC 可见， 在 给 定 卡 车 数量 时 ， 电 铲 和 运输 工具 的 
大 概 的 空闲 时 间 只 取决 于 如 下 关系 ， 
A іж, 
п Ту 
在 表 2 中 ， 对 p 的 任何 值 ( 自 0.03 到 0.30)， 用 间隔 0.01 计 算 
РН, ЖМ =2—25, 
天 中 有 两 个 边界 条 件 ; Р,220.05, Т,>0.05М№. 其 目的 是 
机 器 可 能 利用 的 时 间 不 能 超过 95%， 
因此 ， 在 给 定 P,N 条 件 下 ， 人 确定 系统 空闲 的 概率 ， 然 后 确 


Ту 

N ° 
_ À _ 6 м D 
р Sg 15， 当 六 =9 时 ，P, =0.1061 


Т 7-4% =0.238. 


因此 ， 电 铲 和 卡车 空闲 时 间 的 期 望 值 取 次 于 Pu 和 7T， 计 算 
结果 列 于 下 表 


长 车 数量 N x Р, 了 | N Po T 
10 x 0,066 0.283 | 6 0.310 0.118 
9 | 0.108 1.238 5 0.404 0.087 
7 0.228 0.155 


现在 我 们 有 足够 前 资料 研究 运 箱 过 程 的 技术 一 经 济 指标 。 
我 们 感 兴趣 的 指标 有 : 
а) 电 铲 利用 率 
ka =(1- Ро); 
b) 卡车 利用 率 
Rk =(1-Т); 
с) —$ЕНН, ВИЙ АУЛ 
Са =Сн:— Ро. 
式 中 “C 电 一 班 一 电 铲 工作 一 个 班 时 间 的 费用 ， 
d) М НЕЕ В 
Ср= Сре -ЖТМ, 
式 中 Свен В ТЕЕ АЈ. 
е) 在 一 个 班 时 间 内 ， 机 器 停 采 损失 费用 
“= Съ +С, 
f) 系统 生产 能 力 的 期 望 值 
П„=Пщ*рв, 
AFP ПиН ТРИ 
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9) ЖЛ ЖАЛАИР ЛК, л;/т*, 
Са же Сүн 


С = 


根据 上 述 指标 和 具体 条 件 确定 卡 丰 最 优 数 量 ， 
设 使 系统 有 最 少 停 朵 损失 残 用 来 确定 卡车 的 辆 数 ，C 电 -和 焉 
一 49.6 元 ; С+ї:—#=26.2. 


计 算 结果 列 于 下 表 


x | po M MN K 8 ры AAI 
Сш | ЖА 

10 0.066 0.283 | 3.27 | 7.42 74.20 77,47 
9 0.106 0.238 | 5.26 6.23 56.07 61,33 
8 0.150 0.194 x 7.94 5.08 40.64 48.58 

7 0.228 0.155 1:,30 1.05 28.35 39.65 
6 0.310 0.118 1 15.35 | 3.09 | 18.54 33.89 
5 0.40.1 0.087 | 28.00 | 2.28 | 11.40 31.40 

4 0.509 | 0.051 | 25.20 | 1.68 | 


ҤЕ ЖЕЗ] ИМ, ЖА ЖЕ J BUR PE {ИЖЕ ИИЙ A EBE ЕҢ РН Hl 
卡车 数量 。 当 有 5 辆 卡车 时 , 停 闲 费用 最 少 . 

94 设 地 面 导 引 站 有 三 条 导 引 通道 。 每 条 通道 只 能 导 引 一 
ЗВ ЫЙ Й, —- ПЯТЕН РР ЗЫН T 
服务 时 间 ) í m= 4 分钟 。 空 中 目标 流 的 密度 为 入 =0.75， 即 每 
分 钟 出 现 0,75 架 飞机 (目标 ), 如 有 果 目 标 在 进入 歼击机 作 上 厂区 时 
没有 受到 攻击 ， 则 这 个 目标 被 漏 掉 。 试 确定 服务 系统 的 效率 指 
ER. 


解 С: №= 0.75, 


即 在 一 架 歼 击 机 的 导 引 时 间 内 ， 平 均 有 3 个 日 标 进 入 姥 击 区 作 
成 区 。 
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=4. /.р=0.75х4=3, 


= | 一 


所 有 通道 (服务员) 都 空 着 的 概率 


H _ 1 
Р, =|1+-0 E re | 
11 21 | 
аЗ | = l 20.077 
AN — 9? — р ш + +3 | =: — Ду А ñ 


系统 相对 通过 能 
0=1-Ри=1-Р., 


| P, -0_P,- .3 46 
10] ЖЕ o=: куу %0.077420.5 А 


Ли 0=1-0.316= 0.654, 
即 进入 歼 击 区 的 目标 中 有 65% 的 目标 受到 歼击机 的 攻击 。 

系统 的 绝对 亿 过 能 力 为 

A=}Q=0.75x0.654=0.49, 
时 每 分 钟 平均 有 0.49 个 目标 受到 歼击机 的 攻击 ， 也 即 每 小 时 有 
30 个 目标 受到 攻 庄 。 
系统 损失 的 概率 为 
Pa=1-—-Q=1-0.654=0.346, 
ЕШ =: 3238 ЖАРА НАЕ 200.546, 

95 ЖШ =» ЕЛ E M: 4 Н. BRR KHU КО 0 ах 
ЖКА ЯР =0.3. ИЖ ЕЛЕ ИШ ЖААШ у НЕ. Ж 
PIAR KALKA НУВ, ЯНЕ ЕБ НА N O MAMO) 
=0.5. РН KEL KH НУВ, УРА 面积 则 为 
M(C2)=0.8。 如 果 三 架 飞 机 都 飞 到 目的 地 , 则 杀伤 面积 为 M (3) 
=0.95。 试 计算 天 洪 飞 机 对 目标 的 相等 杀伤 面积 的 平均 便 。 

Я СЕК Е: ЕН, КЖ 
Жи, KHL KS НАУ. Am’ ЖЕНИ р mi y f 
确定 

397 + 


Pa, = CR Р"'(1-Ру'—"', 
式 中 P 一 有 -一 架 飞 机 被 击毁 的 概率 本 例 中 已 =0 .3 
现在 计算 在 三 架 飞 机 中 有 mm% 架 不 被 击 暴 的 概率 。 
Pa =Р, „== Ca PCI -Р)" 
考虑 到 С, =С”,", 
° Pa SCPG Po", 
#п=3, P=0.3RAERE 
Pi =3Р*(1-Р)=0.189, 
P; =3P(1 — Р)? =0.441, 
Pa =(1-Р)° = 0.343, 
В, ХЕБ НЕЈЗЕ ЈН НИЯ Я 
5 =0.189х0.5+0.141х0.8+0.343х 0.95 = 0.773. 
Вр Н = 8 КЕ H Pali, ОЛ ЕВ, Н 
标的 平均 杀伤 面积 为 77%， 

96 用 防空 武 融 抗击 五 发 有 轰 导 弹 。 由 于 导弹 飞行 速度 很 
快 ,所 以 不 可 能 进行 火力 转移 ,每 发 导弹 被 击毁 的 概率 Р=0.7. 
试 计 算 饶 击毁 导弹 的 平均 数 和 至 少 击 对 4 发 导弹 的 概率 。 

Ш ”击毁 导弹 的 平均 数 竺 于 导弹 的 数目 与 击毁 概率 之 积 ， 
Вр ММ) =5х0.7-=3.5%, 

击毁 4 枚 导弹 的 概率 为 : 

P,=C%P"(1- P)", 
А; М=5,т=4,Р=0,7, 
Р, =С;х0.7*(1-0.7)571 =0.36. 
同 理 可 算出 击毁 5 枚 导弹 的 概率 
Р, =0.7° =0.168, 
因此 ， 最 少 击 毁 四 枚 ， 即 四 榴 和 五 枚 的 概率 
P(24)=P,+P,=0.36 +0. 168 =0.528. 
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即 有 53% BJ nf ВЕ В РАБ Sp BJ Ж. 

от 敌 机 犯 我 领空 。 于 均 每 分 钟 有 三 架 敌 机 到 来 。 求 在 1 
分 钟 内 来 犯 敌 机 哥 数 的 概 闯 ， 

解 ” 敌 机 在 我 领 室 出 现 可 看 作 最 简单 流 事件 ， 其 发 生 的 概 
Я, 


p (= “^^ eit 在 1 分 钟 内 出 现 КРЕП) 


mı A SL B: 28 0 m 
今 №=3, Ё=1, 0 0.0498 
А I 0.1494 
P, (1) = Зе. 2 0.2241 
т! 3 0.2241 
把 不 同 的 m 值 代入 , 得 如 下 结果 : 0.1680 
_ _. 5 0.1008 
Hull, ЖЕ ТАН = є 00504 
ВВОДЕ u АЙ ЖШ ЖН: НЗ 7 0.0217 
22%% 在 1 分 钟 内 到 达 8 架 以 上 敌 机 8 0.0081 
9 0.0005 


的 概率 很 小 ， 实 际 上 不 可 能 ， 在 -一 -一 一 -一 一 一 
实际 计算 时 ， 需 要 用 排队 论 分 析 敌 机 到 达 流 的 概率 分 布 律 ， 并 
估计 它 的 参数 。 在 分 析 实 际 流 时 ， 一 般 根据 敌 机 到 达 间 隔 时 间 
T;。 在 实际 计算 时 ， 先 假设 敌 机 到 达 间 隔 时 间 服 从 指数 分 布 。 


即 
fG) = Лет" 
为 了 检验 实际 流 是 否 真 的 服从 指数 分 布 可 用 下 式 近 似 计 
算 ， 
DE whei At, С *) 


AFP  m; 一 顾客 到 达 间 隔 的 数目 ， 
| & 一 到 达 间 隔 的 总 数 Cu = Emi), 
A1 一 有 时间 单元 ， 
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ЖЗ: НЕ ER A BO i С ЖОЕ ИЙ 
数 接近 。 则 实际 流 可 以 认为 是 最 简单 流 ， 
敌 机 到 达 问 隔 理 论 频 数 按 公 式 ( 关 ) 并 变换 成 下 式 计 算 ， 
logm’ =logu + logÀ — АЁ оре + logAt. (жж) 
如 何 确 定 和 ^ 呢 ? MA ЕНУШ Е ЛЕ. А ТИ] МИР] ЇН] А З 
均值 等 于 到 达 强 度 和 的 倒数 〈《 见 第 三 苇 31， 公 式 (3.12)), 即 


在 公式 CG*+*) 中 愉 乘 下 t, 和 人 Ait 但 的 确定 ，t; 就 是 每 个 具体 间 


隔 时 间 。 如 果 间 隔 时 间 是 分 组 的 ， 则 二 ; = Setien BAAL 


组 中 伍 。 

At 就 是 组 距 ， 

当 统 计 次 数 很 多 时 ， 可 以 用 皮尔 人 进 x* 检验,( 检 验方 法 见 第 
五 章 )， 

98 设 敌 机 对 某 目 标 进 行 空 袭 . 敌 机 平均 每 小 时 到 达 30 染 ， 
保卫 目标 的 有 6 座 武器 。 每 座 武 器 对 来 犯 栈 机 的 射击 时 间 平 均 为 
0.25 小 时 。 试 求 防空 系统 的 效率 指标 . 


| 
№ ОМ. 5=30, ие 54.0, 
服 | 


本 系统 为 多 通道 损失 制 系统 。 顾 客 为 来 犯 敌 机 ， 服 务 员 是 
6 座 防 空 武 器 ,平均 射击 时 间 为 服务 时 间 , 当 6 庆 武 占 都 对 来 犯 敌 
机 贾 准 射击 时 ， 到 达 的 敌 宙 ， 可 能 突破 防卫 系统 。 这 时 ， 系 统 
的 效率 指标 见 第 七 草 3 2，。 
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1) 六 座 武器 都 不 在 射击 的 概率 ; 


| п ~ 
Р, =| о, оо. + ? | 


д в 1-1! 
СЕСЕ T| =0.0015, 


这 个 概率 很 小 ， 说 明 防 卫 系 统 处 于 高 负荷 状态 
2) 敌 机 突破 防卫 系统 的 概率 。 损 失 的 概率 ， 


" í 
PR = Р, Г P, = x 0.0015=0. 3615, 


即 有 36% 的 敌 机 可 能 突破 防卫 系统 。 这 个 概率 很 大 ， 
3) 系统 的 相对 通过 能 
@=1-P 损 =1-0.3615=0.6385。 
即 当 有 100 架 敌 机 来 犯 时 , 约 有 64% 的 敌 机 遭 到 射击 。 
4) 系统 的 绝对 通过 能 
= АО =. М1 Рай) = 3061 — 0.3615) = 19.155, 


ШЕ ЛУЫ ЗЕ 4730288 BUR UI, LALARO 得 不 到 和 


1. 
5》 占 用 服务 员 的 平均 数 ， 即 六 座 武 器 中 平均 在 BJ 击 的 概 
Ж, 
A ЛИ-Р, 
ка ХТ Ра 
= 1 R-P) =001-Р,)=7.5 х 0.6385 


-= 4.7884, 
即 在 6 座 武 器 中 约 有 5 座 武 器 在 不 停 地 鞋 击 。 
6) дж АЖ 
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El 4 80% 的 利用 率 。 
D АНН. 


д — 1] п --1 Ë ~ b 
N, — > (и- КУР, = > p. сп 5) р 
R = 0 


= k --0 а 
8—1 R — Í 
= у 5 x0.0015=1.2116, 
h = 0 ‘1 | 
即 闲 着 的 武 右 只 有 1.2 座 ， 
8) зн. | 

М 1.211 

b|, бы 2:25 U — ‚ 1 . 

== 0.2019 


总 之 ， 防 卫 系 统 需 要 重新 组 织 。 否 则 不 能 有 效 保卫 目标 ， 

99 ” 设 敌 机 对 防空 系统 所 保卫 的 设施 进行 空袭 。 空 袭 的 平 
均 强度 和 = 4 架 / 分 钟 。 在 防空 区 内 配置 六 座 防空 武器 .每 一 座 武 
器 对 一 架 敌 机 的 平均 射击 时 间 t н=0.50 81. 试 估计 防空 系统 
的 效率 指标 。 

解 ” 设 来 犯 敌 机 是 注 松 流 ， 


=4х0.5=4. 


Z Y ЖА Ая ЛАД ЖУЛИ ЖЕ УИ РА: 


ЕЯ Ре, 


° 402 • 


E ÆA Hoi 的 


е лиа ањ саза rT TET aE НЕНЬ a T e ста FT 


tK | Рк КР; 
кин K Po , 

0 1 x 0.136 0 
l 2 0.272 0.272 
2 3 x 0.272 0.544 
3 1.333 x 0.18] 0.543 
4 0.666 x 0.091 0.353 
5 0.267 | 0.036 0.180 
6 0.088 | 0.012 0.072 
Я 7.353 x 1.0 1.975 


Вр 


М Б ИДЕИ Г 226268 38 ph: 

1) ЖЕ ВАН, ПАН: 
Ры=Р, = Pr a = 0.012, 

2) ЖОЛА JP BJ 
Ри=О=1-Р,-:1-0.012=0.98. 

3) ЕН, ДИН Ра = 0.7. 


Ра +Q =0.7x0.98=0.686, 
4) МАНЕЖИ. HHI AKO: SE ЗЫН) 8 SL N = 24 
В 
МхРр= МО = 241х 0.98 = 23,5021) 
5) 被 击落 敌 机 的 平均 数 
N x PQ =24х 0.686 =16.46 (8) 
6) 突破 防空 线 的 敌 机 平均 数 
МС1-Ре О)=24(1—0.686)=7.5(%3), 
7) = бет АТ TIIA, 


M= У р, = 1.975 ( 见 表 中 最 后 一 格 )。 


R = 1 
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D АРИЕЛ Ж 
RE :一 M = 1.9.5 


И 6 20。 


прав ar J Я] АВЕ ЛУНУ] 933 №. 
9) ZRF НУ] 
N 24 


T= = -— = JANES; 
和 7 6 CBP) 


10) ТЕ НН ЖЕ АЕ, a E r ЖОЛ, 
NP _ 24x 0.98 
И. б 


=3.92 (Н) 


现在 我 们 讨论 防空 武器 数量 对 防空 效率 的 影响 。 为 便于 比 
E, ЯН»). ШЕИ, Hinr 表 * OOO 
武器 由 6 座 减 到 5 座 ， 对 防空 系统 n 
效率 无 多 大 影响 若 进一步 减少 武 
器 数目 ， 则 防空 系统 防空 能 力 将 
显著 降低 。 由 表 还 可 见 ， 随 着 武 
医 数 目的 减少 ， 每 座 武器 的 负荷 
不 断 增 加 ， 

现在 我 们 讨论 集中 力量 打 歼灭 战 的 必要 性 和 合理 性 ， 

设 用 两 座 和 三 座 武器 集中 射击 一 架 敌 机 。 因 为 各 座 武器 身 
击 敢 机 的 服务 时 间 服 从 指数 分 布 ， 所 以 整个 系统 对 敌 机 的 服务 
时 间 也 是 指数 分 布 。 即 | 

Ри =] ес 


Pg M 


系统 的 服务 时 间 的 参数 4= Ув. 


М РААК at BJ RED НН), = ин, BA n 座 武 器 对 
АВЕ, ВХ СЕ) 时 间 将 缩小 z& 倍 。 因 此， 用 
。404。 


5) 21 


ПЕ pihi ВИН, TJ ИНЕ ЕЕН 2 0.5 = 0.23 


А. ШЖ ЕЕ ЖЕ ИНН, PARKRA- x 0.5 
= (.1674}##. И, 


и, 架 政 视 的 武 二 一 一 一 一 一 一 

л # j 日 | P=0.1 | Р=0,9 

Оз = — =4х0. 167 :0.67， 一 一 一 一 一 一 一 | 一 一 一 
Н» 1 1.2 10.9 
КО КНР 2 2,2 11.2 
# BË E W нат YA ИСП PK ЧА 3 3.0 10.5 

2210.10.93, ШБ А 

的 平均 数目 列 于 下 表 


由 表 可 见 ， 当 每 座 武器 击毁 敌 机 的 概率 很 小 时 ， 集 中 射击 
BË Е, МИ, ЖЕНИ. ВР 
很 大 时 ， 集 中 射击 的 效 座 不 一 定 有 效 。 在 我 们 的 例子 中 集中 两 
感 武 器 射击 一 架 敌 机 是 有 效 的 。(CP=0.9)。 — 

100 某 重 要 设施 由 三 道 防 线 组 成 防空 系统 ,第 一 道 防线 上 
配置 两 座 武 器 ; 第 二 道 防线 上 配置 王座 武器 ， 第 三 道 防线 上 配 
置 一 座 武 器 ， 设 所 有 武器 类 型 一 样 。 武器 对 来 犯 敌 机 的 射击 时 
辣 服 从 参数 ==1 染 /分 钟 的 指数 分 布 。 敌 机 来 犯 强度 A =2 染 /分 
钟 ， 且 服从 泊 松 流 。 如 果 防 空 武 器 击落 敌 机 的 概率 P->1。 试 估 
ИЮ КАЈ, 

解 ” 每 座 武 器 同一 时 间 内 只 能 射击 1 架 敌 机 、， 当 第 一 道 防 
线 上 的 武器 都 在 射击 时 ， 到 来 的 敌 机 突破 第 一 道 防线 . 当 第 一 、 
第 二 道 防线 了 的 武器 都 在 射击 时 ， 到 来 的 敌 机 可 能 突破 第 二 道 
防线 。 当 王道 防线 上 的 武器 都 在 射击 时 ， 到 来 的 敌 机 有 可 能 进 
入 设施 上 空 ， 由 于 天 机 在 每 道 防 线 上 逗留 的 时 间 很 得 ， 所 以 把 
本 普 看 作 损 失 制 服务 系统 ， 
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| | À 
SBH: А=2, к=1; +, б=--=2, 


1) 敌 机 突破 第 一 道 防线 的 概率 ， 即 P 损 1。 


р" 
Руд, = Р, = —Р,, 
Я } Сиу] 0 


今 п, =2( 第 一 道 防 线 上 配备 的 武器 数 且 )。 


即 在 第 一 道 防线 上 约 有 40% 的 敌 机 未 遭 到 射击 ， 
2) 敌 机 突破 第 一 和 第 .二 道 防线 的 慨 率 。 即 


р" tn: 2% 
(n, +n,) 51! 
Ри, = Ра +в, 一 козе ke5 у 7 0.037. 
Se 2 
шү k) k= 0 R| 


3) 敌 机 突破 整个 防空 系统 的 概率 为 ， 
8 
Ра = Praman = Pe = ЄР = 0.001, 


好 参加 空 鹤 天 机 有 1000 架 ， 则 平均 有 一 架 敌 机 突破 防空 系统 ， 

101 设 有 两 道 防线 组 成 防空 系统 , 若 来 犯 敌 机 通过 地 带 
很 犹 寨 ， 以 致 只 能 受到 各 道 防 线 上 的 一 座 武器 的 射击 ， 敌 机 在 
防线 区 内 逗留 时 间 较 得， 以 致 不 能 保证 防空 武器 可 靠 地 击毁 敌 
机 。 设 两 道 防 线 上 的 武器 对 政 机 的 射击 时 间 都 是 随机 变数 ， 它 
们 分 列 为 上 и, 参数 的 指数 分 布 。 来 犯 敌 机 按 最 简单 流 到 达 ， 
其 强度 为 。 试 求 敌 机 突破 咏 卫 系统 的 概率 ， 

防卫 系统 的 可 能 状态 ， 

S, 一 一 配置 在 两 道 防 线 上 的 武器 都 不 在 射击 4 

S10 第 道 防 线 上 的 武器 在 射击 ;而 第 一 道 防线 上 的 
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Ж йт Av fE ali; 
Sa — R 线 1.00) 
武器 不 在 射击 ;而 第 二 道 防 经 


上 的 武器 在 射击 ; 
5S ,| 一 道 防 线 上 РДЕ 
都 在 射击 。 


ЖЕ. КЕШЕА: 
RRE, KARERA 
尔 夫 方 程 的 一 般 法 则 ,我 们 有 : 
XS, KP. =u Pio +В. Pois 
对 So;, Q +u, Рег ЕЁ |, 
то» (+u Р, о =АРо.+Н.Р: а» 
$, (и, +u, Ру: =АРо АР. в. 

解 这 组 方程 可 以 解 出 : 

1) 敌 机 突破 防空 系统 的 概率 

),2 


ро 
ü 和 2 +\ (и чи, 122 (АНИ +.) 
) А+ ш, 1 2 


2 两 道 防 线 上 的 武器 都 不 射击 的 概率 


p Ш: СА 0:7 р 
05 ACA tia) 11 


3) 第 一 服务 系统 忙 着 ,第 二 服务 系统 空 着 的 概率 为 


„+, +B.) 
р ВАШ 022 р 
5 МА +.) 11е 


“4) 第 二 服务 系统 忙 着 ,第 一 服务 系统 空 着 的 概率 为 


_. BHi 
01 Ра. 
+В, 


5》 第 一 服务 系统 人 负 们 系数 
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к ш. ГАСА 5 H, 2 +h (АНИ, +в, 1 


上 一 一 


h H 
(А -+ Ж? +H.) tarp, ^^ +H, +u) 


6) BRE ЖАНУ ff. u RA 
Аһ, (А (АИ, + H) 


K, = 二 И ЛОН 


(À + B, xG, +В, + бея -OA +h, TA 


4 


或 К,+К,=1, 
D AARS ЖААЖ A T 系数 的 比值 


K u, А+ ш, ) H 
АЕ — Е: 
К, TO Tu Cu. ) k 
现在 我 们 代入 数值 计算 ， 


1 и, = 2, Ш, =4, 


22 
P, =— узр 0. 
25 +202 +4) +5 X 2+2+ 4) 


现 将 两 道 防 线 的 武器 交换 配置 。 即 4 = 4, №, =2, Xh}, 
敌 机 突破 防空 系统 的 概率 为 
2? 


P, = -一 一 xo .=(0.111, 
2 +2(2+4)+2——;(2х2+2+4) 


Шр И, йт ЙЕ = Bu Адн] е Bp = # 5: 29% 
BJ. 

102 由 侦察 系统 和 火 控 系统 组 成 服务 系统 。 如 果 侦 察 系统 
平均 每 小 时 发 现 敌 人 目标 = 4 个 。 完 成 一 次 侦察 平均 需要 yg, 


=0.5 小 时 ， 火 、 控 系统 完成 一 次 攻击 平均 需 要 tg 50.25/\ 
时 。 求 系统 服务 概率 、 

解 ” 按 公式 
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РСА + И) 
(Atu JO +u) +H) 


2х4(4+2+4) 
= АЗА Те 0.2778. 
4+2)(4+4)(2+4) O: 


计算 表明 ， 系 统 效率 不 好 。 因 此 ， 火 控 系 统 需 要 改善 。 例 
W, # 服 ;=0.05 小 时 ，, 则 


2х 20(4+2+20) 
Pu = _ 1+2+20) (0 3282 
Я (1+2) (4 +20) +20) 


印 系 统 服务 效率 提高 5% . 

103 设 有 一 个 专门 测试 站 。 站 上 设 有 两 台 化 学 测试 仪器 。 
该 仪器 由 两 个 单元 组 成 ， 一 个 为 确定 放射 物质 的 类 型 ， 另 一 个 
为 测定 放射 性 。 请 求 测定 的 武器 每 分 钟 平均 到 达 和 =0.5/ 分 钟 . 
由 于 需要 测定 的 武器 类 型 不 同 ， 因 此 ， 测 试 时 间 是 随机 的 。 设 
确定 放射 类 型 平均 需 时 1и) = 5 分 钟 ;而 确定 放射 性 强度 的 需 时 
о 二 2.5 分 钟 。 当 需要 测定 的 武器 到 达 时 ， 测 试 设备 不 空 ， 则 
武器 到 另外 地 点 去 测试 , 因而 可 看 作 损失 制 系统 . 试 求 化 学 测试 
系统 效率 . 

Ш ЕЯ. А=0.5, tmi =5, Ёш. =0.25, 

P =Р = —— À _________ 
А+ (н, + нь) к А +6, ) 


_. 0.5° КЕ 
121. 
0.5 + (: +) 0.5 + 9 25 (2x0 D+ +) 
. 25 0 s4 l о 
0.25 
=0.36, 
.. Ри=1-Ри=1-0.36=0.64 
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即 有 64% 的 武器 (请 求 测定 的 ) 得 到 服务 。 

如 果 化 学 测试 仪 改 变 服 务 强 度 ， 即 ! 服 ,= 2.5 分 钟 ， 这 时 ， 
P 服 =040.66， 即 提高 服务 能 力 2%% 。 

104 如 果 在 测试 站 设置 二 台 化 学 测试 仪器 。 第 一 台 仪 器 的 
测试 能 力 te = 2.5 分 钟 ， 第 二 台 ио = 5 分 钟 。 测 试 机 器 到 达 
强度 和 =0.5 台 /分 钟 。 

上 题 计算 表明 ， 系 统 服务 能 力 为 66% 。 如 果 第 一 台 仪 器 由 
新 手 操作 ， 其 服务 能 力 显然 会 降低 ， 第 二 台 由 有 经 验 的 老兵 操 
fE, 使 服务 能 力 提 高 到 30 % 。 试 求 化 学 测试 仪器 能 力 应 为 多 少 ? 

解 ” 化 学 测试 仪 有 不 能 能 力 的 类 型 : 

18 =2.5; 2; 1.67; 1.43; 1.25; 1.11; 1, 

计算 结果 列 于 下 表 


1.67 | 1.43 | 1.25 | 1,11 


—  ÑaÑ lÜF°+w* — s | —— w —-—-———— ==w- rm ar —C a mi 


0.77 . 0,79 0.81 


由 表 可 见 ， 当 g =1.177 (№, =0.85); t 服 2 = 54 8 
(и; = 二 0.2) 时 能 满足 要 求 ， 

为 了 确定 第 -- 台 和 第 二 台 化 学 测试 仪器 的 负 衡 系数 。 按 下 
式 计算 ， 


K, = Ш.А + ш) +H, (À а, +и;‚)] 


(А + Аи, +i) + Ра (2, + + ш») 
À +, 


0.8510.500.5+0.2) +0.200.5+0.85+0.2)1 _ 79 
(0.5 +0.2)10.500.85+0.2) | 
„9:890. 2x0,5+0.85+0.2) 
0.5+0.2 


° 410 ° 


第 二 全 
К,=1-К|=0.21, 
Жп 11790, ША RREN. МЫ, B— 6 Л 


Boei КИЙ, ВО ВИС. 


105 设 某 侦察 系统 具有 一 定 的 侦察 手段 能 力 发 现 敌 人 的 火 
力 太 ,指挥 所 及 部 队 集 结 地 扩 等 目标 .如果 侦察 系统 单位 时 间 内 
平均 发 现 & 个 目标 。 从 发 现 一 个 目标 到 发 现 为 一 个 目标 的 时 间 
间隔 是 随机 变数 ,被 发 现 的 目标 组 成 最 简单 流 ,其 强度 为 ^. ИЯ 
多 到 的 数据 立即 送 入 情报 外 理 和 火力 控制 系统 , 火 , 控 系统 的 通 
过 能 力 是 有 上限 的 。 火 、 控 系统 处 理 每 个 目标 的 数据 所 需 的 时 间 
也 是 随机 变数 。 设 它 服从 指数 分 布 ， 单 位 时 间 内 能 处 理 k, 个 目 
标的 数据 。 根 据 处 理 的 数据 进行 火力 分 配 ， 以 便 消灭 目标 、 

由 于 目标 把 留 时 间 很 短 ， 本 系统 可 看 作 损 失 制 系统 ， 

系统 的 可 能 状态 : 

Su 一 一 侦察 系统 和 火 、 控 系统 都 空闲 着 ， 
S10 一 一 侦察 系统 正在 获取 已 发 现 目标 的 数据 ， 而 火 、 


HRANE, 

5 一 一 侦察 系统 空 寿 ， 而 火 、 控 系统 正在 处 理 目标 
数据 ， 

S, 一 两 个 系统 都 

在 工作 。 


系统 状态 生 、 灭 图 如 下 ， 
根据 生 、 灭 图 和 建立 哥 尔 葛 可 
尔 夫 方程 的 -- 般 法 则 ,我 们 有 ， 
ХТ а Мр, == И. Ра; 
对 So Ар; t+ hopor В. Ро НИР; 


* 411 ° 


对 9 |, Ш.р, =АРр‹; В.Р: 1; 


对 S, руу +рРуу=ЁР |,» 
求解 这 组 方程 可 得 : 
руу = B iL, 


(Аи, (А + t.) y? 
AH СА +H, +, ) 
(AFHL) +U, Си, +), 


Аи, 
(入 FH Ан,” 
入 H, 
(À ‚++ it, ) CH, +в, )° 
损失 的 概率 ， 即 敌 入 目标 不 受 射 击 的 概率 ， 


H(Poi Pi D 4L UHA te, +0 ) 
人 CÀ tH (Аи, (и, +В, > 


В в = 


Poi = 


Pii = 


Ри = 1— 


现在 我 们 用 有 基体 数值 代入 ， 

设 在 我 侦察 系统 和 地 一 地 导 导 弹 火 力 控制 系统 的 作用 区 
Я, МНН ША = 2 个 日 标 。 在 战斗 态势 下 、 侦 察 系统 每 
单位 时 间 可 发 现 两 个 且 标 ，L1 = 2: 而 火 、 控 系统 平均 可 以 处 理 
и, = 4 个 目标 。 试 求 出 敌人 目标 受到 射击 的 概率 。 

Ий ”敌人 目标 受到 射击 的 概率 就 是 损失 的 对 立 事件 : 

P= t- PaE Осу TD 04 

如 果 采 用 不 完善 的 火 控 系统 ， 邑 4s = 255, 

Р=0.38. 
如 果 考 虑 系统 的 经 济 性 ， 可 计算 得 系统 的 最 优 参数 ， 

106 防空 系统 由 三 道 防 线 组 成 。 每 道 防 线 上 配 管 同类 型 武 
器 。 每 道 防线 的 能 力 不 同 (或 工大 类 型 不 同 )。 放 и. =1, u, = 
0.5, и, = 二 0.2。 服 务 时 间 是 指数 分 布 。 敌 机 来 犯 涅 度 入 = 5 染 / 


° 412 ° 


分 钟 试 求 防空 系统 效率 。 
Ж 本题 是 由 三 起 防线 组 成 的 系统 。 
1) =н Җ# = ARME nr PAR: 


Hilo lto 


Роси Ашу, (А +.) ° 


2) 第 一 、 第 二 两 道 防线 空 着 ， 第 三 道 防线 正 问 敌 机 射击 
的 概率 ， 


А 
Вос: = kih 


Аи, O +в. ) СА + и.) ° 
3) 第 一 道 防 线 空 着 ， 其 后 面 两 道 防线 忙 着 的 概率 


À B (k, +b +t hs) _ 
(+u СА + и, О + и»), tH ) (и, +u), +u) 


4) R ЗН, —, НУВ 
р о =. MB iB (Аи, tH И, ) | 
MFM TE +) (ш, ира +e), +в.) 


5) 第 一 这 和 第 三 道 防线 空 着 ， 第 二 道 防 线 忙 着 的 概 素 


Au LCA из С, +В. > 
аы +H;)(H, Ни.) + Анни, +В, +#,)] ` 
(À rH (Аи, (À +В (и, + и, (и, +u) +u)" 


O 第 一 、 第 二 两 道 防 线 忙 着 ， 第 三 道 空 着 的 概率 ; 
MB LOA +u Сш, и, (и, +) Аш, ] 


— 


(À +u, (А HUJA + н (и, и, ВС +.) 


Poj = 


Poio = 


р; уо == 


7) 


— Миона [K +h, tHo F во) + (и, +.) 
Q +h (и, ON +u, (h, +), НИ, (В. T+ is) 


ВР: в 一 


8) 


A*u? 
Pii = 1% 


AHUAHU OAHU), H), + ш и, + иу) 


° 413 ° 


把 数值 代入 上 式 得 
531“ x (0.5 


1+5 40.56-6.2+0.5) +0,2)(0,5 +0,2) 
==0.29. 
Рщ=1-—р,,,=0 71, 
ЮЖ 29 00 的 敌 机 进入 我 设施 上 空 。 
р, =—- 1%0.5х0.2 
(5 +1)(5+0.52 (5 +0.2) 


ERAI. 

107 设 攻 击 方 配备 两 座 武 项 。 射 击 一 个 目标 平均 需要 2 分 
钟 。 对 目标 射击 时 ,击毁 目标 的 概率 为 p=0.8, 侦 察 系统 每 分 钟 
平均 发 现 一 个 目标 。 目标 被 发 现 后 ， 在 原 处 逗留 时 间 平 均 为 4 
分 钟 (! 停 = 4 分 钟 )。 试 求 攻 击 方 武器 系统 效率 。 

# ”本 题 是 用 排队 时 间 有 限 的 混合 制 系统 的 排队 模型 估计 
Ак НУУ И КҖ. 

系统 的 效 座 指标 可 见 第 七 章 8 11, 


=0.006. 


-1 
ИЕ отр е 
Кү ти 
т t [| +mB) 
ты j 
А r 
1 p= — ; = -_ 
AH ў В т 
W ЖЭЭ Н т 2) УТЕ ПУ ШЖ) 
0 < rp ___ 
n T 
'-1 || (n+ mg) 
Ри=1-В. - Ша 
р ей р" p' 
_ - + - —- _ — 
А 0 К | И | - 
|] (т+тВ) 
т = } 


• 414 ° 


用 已 表示 在 对 目标 进 他 射击 的 条 件 下 ， 击 毁 目标 的 条 件 概 


率 ， 则 击毁 发 现 的 目标 的 概率 为 “了 豚 三 卫 服 卫 。 
现在 我 们 计算 具体 数 介 . 


À 
AF, и=0.5, r=0.25 p= = 4, 8--- 


=0.5 


根据 =2，p=-2，8-=0.5 查 玫 [HI] 可 得 

发 现 的 目标 未 遭 攻 击 的 概率 值 为 0.225. 于 是 攻击 方 武器 系 
统 的 效率 指标 | 

Pa ==Р(1-0.225)=0.8(1-0.225)=0.62. 

108 设 有 7= 3 个 活动 维修 站。 以 便 修 理 10 座 武器 (mm = 0). 
经 验 表 明 ， 每 座 武 锅 平 均 每 月 修理 一 次 ， 即 人 A= 1。 平 均 修理 时 
同 为 6 天 。 试 求 修理 系统 效率 指标 。 

解 ” 设 要 求 修理 的 武 融 流 ， 受 装 甸 该 种 武器 的 连队 数量 所 
и, ЕАН, НВ. RE (修理 时 间 
ЗН, ЖУНЛЕ Ун. 

因此 ， 本 系统 是 多 通道 封闭 式 服务 系统 ， 其 效率 指标 见 第 
В $13, 

1) 所 有 w 个 修配 厂 都 空闲 着 的 概率 ; 


а _ 1... -1 
р,=| 1 + mp+ 1) р.а m(m -— 1) Lor 
21 и” т” 
ДУ mo _, S т sT 
之 KIC К) a-i nn (mK) 
2) 有 FK 个 修配 广 在 修理 武器 的 概率 ， 
_ M _ he a 
рь Куст К) (1<k=< №), 


3〉 当 Kh 时 ， 所 有 1 个 修配 厂 都 在 修理 武器 ， 有 kK 一 mm B 
WAS FEA F, 其 状态 概率 


‚415 ° 


mippo 
nnim =k)’ 


4) 正在 修理 和 排队 等 待 修理 的 武器 的 平均 数 1 


Lg=M = | У = 
` ' кеі (^-1)!(т-К)]| 


P, = 


m 


koe 
+ Аш Joa. 


k=n+] n'n (m — Ку! 
5) 排队 等 待 修理 的 武器 的 平均 数 ， 


их (k — п)ттр" 
Ір = M, = > тю: 9° 


k-n - 1 


6) 排队 等 待 修理 武器 的 平均 百分率 ; 


L 
k, = 20 x 100%. 


Т) 衬 朵 着 的 修配 厂 的 平均 数 


` (n-—k)mip* 
Г; = М == р о 
= З = Кү(т—К)| 0 


8) 修配 广 空闲 的 平均 百分率 
= x 100% 


A: А=1, п=3, т = 10, H =5, = =0.2. 
为 了 求 po 我 们 列 成 下 表 ， 


° 416 ° 


| 
К s РЕ | КРк | км | (K -n)Pg | в-К)Рк 
0 l 0.1548 ( — | 0.4614 
1 2 0.3696 6.3095 — 0.6192 
2 1.8 | 0,2786 0.5572 一 0.2186 
3 0.96 | 0.1486 0.4458 — 0. 
4 0.448 0.0693 0.2772 0.0693 — 
5 0.179 0.0277 0, 1385 0.0554 — 
6 0,056 0.0087 0.0522 0.0261 一 
7 0.012 0.0015 0.0126 0.0072 — 
8 0.0025 , 0.0001 0.0032 0.0020 — 
9 0.0004 0.000! 0.0009 0.0005 — 
10 0 Е 0 0 — 
ЕЯ =6.4579 | E == 1.797 | М2=0.16 | Мз=1.36 


po =0.1548 
30х0.1548=4.5 
即 每 月 约 有 4.5 天 厂 修 日 
排队 等 待 修 悍 的 武器 的 平均 数 


Lü = M, =10.16 座 
因此 ， 排 队 等 待 修理 的 平均 百分率 


К, = х 100% =1.6%. 


下 面 讨论 维修 厂 的 合理 负荷 ， 空 闲 着 的 修配 厂 的 平均 数 ， 


M = > (һ-Ю)р„=1.366{), 


hk = Ü 


M... 1 


Ш к= 22.1006 ` x 100% = 46%. 


ха 
, 417 a 


Г =: УКр, = 1.7972, 
因此 ， 有 放 障 武 疮 的 百 分 深 为 
К, SPA у 100% ::17.9%. 


т 


109 УЖО), Жо. ЕЕ 
中 出 故障 ， 便 立即 送 到 船坞 修理 , 设 一 个 船坞 只 能 修一 只 舰 ， 
根据 要 求 ， 处 于 战备 状态 的 军舰 不 得 少 于 8 R. PRA NT 
册 坞 ， 能 否 满 足 要 求 ? 

解 已 知 每 月 平均 需要 修理 )=0.02 只 军舰 . 船坞 每 月 平均 
能 修 ! 上 =0.5 只 军舰 。 有 两 个 船坞 z= 2. 系统 内 有 和 军舰 加 = 10 HR. 


本 题 为 赵 财 式 系统 。 
# kl EM TREAN БОК. 
тро ___ 10! (0.023. 
т, RCo 7100.5) 1,2 
10. _ —_ 0.02 | K>, 
Pa OIL 2 
т Же {ФИ ТИ 3 P 2 A.: 


M= Укр, -0.3946, БИ, В ЭАТ ЖЕ 


у. 
值勤 军舰 不 少 于 8 只 的 概率 ， 
p(2>8)= Dp, + D + D, = 0.962, 
Po =0.6235 


ЗН Жр=1-р,=0.3765. 
НЕ, Ч ТЕ. 
110 BERBEA NT КИ, E LA AE ЗГ НЕ Б ЇР] 
07725790. ВОЗНИК, ЕР} ОУ ФЕЦА 1.5 28. ШЕ, 
• 418 • 


WER ДЕ МЭН. неон, ДЖЕЙ 
准 ， 天 机 突破 防空 区 。 试 求 突 防 的 概率 。 

解 в; = 2, „=1,5, hh=4, и. р=3. 

本 系统 为 多 通道 损失 制 系统 。 敌 机 为 顾客 四 门 火 炮 为 四 个 
服务 员 。 


н 3 32 33 | 
P= Р =" 1 + — + — + —- + 一 一 = 0,235, 
о ! l! 2!1 31 41 0.295 


即 敌 机 突 防 的 概率 有 23.5%。 


ө 419 · 


пип жа) 


0.02 | 0.0080 0.31 
0.03 | 0.0120 0.32 
0.04 | 0.0160 0.33 
0.05 | 0.0199 0.34 
0.06 | 0.0239 0.35 


0.60 | 0.2257 
0.61 0.2291 


0.1217 
0.1255 


0.1293 0.62 0.2324 


0,1301 


0.0} 0.0040 > 0.1179 0.59 0.2224 
l 
0.63 0.2357 


0.1908 


P(x) т x pir) т Ф(х) x 
0.00 0.0000 ) 2 0.1111 0.28 0.2190 0, 87 
0.61 0.2389 


| 

| 

| 
0.071 0.0279 10.36 | 0.1406 || 0.05 | 0.2422 | 0.94 
0.08 | 0.0319 [| 0.37 | 0.1443 || o.66 | 0.2454 | 0.95 
0.09 | 0.0359 {0.38 | 0.1480 | 0.67 | 0.2486 | 0.96 
0.10 | 0.0398 || 0.39} 0.1517 | 0.68 | 0.2517 | 0.91 
0.1} | 0.0438 0.40 | 0.1554 [| 0.69] 0.2549 | 0.98 
0.)2 | 0.0478 | 0.41 | 0.1591 | 0.70 | 0.2580 [ 0.99 
0,13 | 0.0517 10.42 | 0.1653 M 0.71 | 0.2611 | 1.00 
0.14 | 0.0557 Каз 0.156) | 0.72 0.2642 | 1.01 
0.15 | 0.0596 | 0.44 | 0.1700 | 0.73 0.2673 | 1.02 
0.16 | 0.0636 | 0.45 | 0.1736 | 0.74 0.2703 | 1.03 
0.17 | 0.0675 10.46 | 0.1772 x 0,75 | 0.2734 ым 
0.18 | 0.0714 | 0.47 0.1803 10.76 | 0.2764 | 1.05 
0.19 | 0.0753 | 0.48 | 0.1844 | 0.77 | 0.2794 | 1.08 
0.20 | 0.0793 |j 0.49 | 0.1879 | 0.78 | 0.2823 | 1.07 
0.21 | 0.0832 10.50 | 0.1915 10.79] 0.2852 | 1.08 
0.22 | 0.0871 | 0.51 0.1950 1 0.80 | 0.2881 | 1.09 
0.23 | 0.0910 0.52 | 0.1985 0.81 0.2910 | 1.10 
0.24 | 0.0948 0.53 0.2019 | 0.82 0.2939 | 1.11 
0.25 | 0.0987 | 0.54 | 0.2054 | 0.83 | 0.2967 | 1.12 
0.26 | 0.1026 | 0.55 | 0,2088 | 0.84 | 0.2995 | 1.13 
0.27 | 0.1054 | 0.56 x 0.2123 | 0.85 | 0.3023 | 1.14 
0,28 | 0.1103 1 0.57 | 0.2157 | 0.85 | 0.3051 | 1.15 


‚ 420 • 


续 附 录 (1) 


t> гр 1 то 
© сл e Q 


D> D3 
се c о 


— — — ы ыз ыы — ыз = ш 
* „а а = „к к ОЗА 
[ме 
М — —1 


s 
бюл @n Ga 


P= ыы 
ы * 

см бїз 
He (2 


пы € S — @ ©О @ < о ©СУ Сз ©з ©з сс со сз сз =< < < с < с 


= ”一 一 一 一 = 1 


Pr) 


‚1357 
. 4370 
‚14382 
‚ 1394 


1406 


. 1418 
. 1429 
. 144] 
‚ 1452 
‚ 1463 
‚1471 
. 44814 
. 1495 
. 1505 
‚4515 
‚4525 
. 1935 
„14545 
‚4554 
„25641 
. 1573 
‚4582 
.4 591 
.4 559 
. 4608 
.4616 
‚1625 
. 4633 
„45341 
„4649 
. 4656 
.4664 
‚4571 
‚4678 
.4686 
‚4693 


Pr) 


. 4699 
‚4706 
.4713 
.4719 
. 4726 
‚4732 
. 4738 
. 4744 
. 4750 
. 4756 
‚4761 
. 4767 
. 4712 
‚4783 
‚4793 


4803 


.4812 
. 4821 
.4830 
. 4838 
‚4846 
‚4854 
.4861 
. 4868 
. 4875 
. 4881 
. 4887 
‚48983 
‚4898 
‚4904 


4909 


.4913 
‚4918 
‚4922 
.4927 
‚4931 


. 92 


Pir) 


0.4934 
0.4938 
0.4941 
0.4945 
0.4948 
0.4951 
0.4953 
0.4956 
0.4959 
0.4961 
0.4963 
0.4965 
0.4967 
0.4969 
0.4971 
0.4973 
0.4974 
0,4976 
0.4977 
0.4979 
0.4980 
0.4981 
0.4982 
0.4984 
0.4985 
0.4986 
0.49865 
0.49531 
0.49966 
0.49982] 
0.499928 
0.499968 
0.199997 
0 
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附录 2 
0 
0.0 | 0.3989 
0.1 | 3970 
0.2 | 3910 
0.3 | 3814 
0.4 | 3683 
0.5 | 3521 
0.6 3332 
0.7 | 3123 
0.8 | 2897 
0.9 | 2661 
1.0 |0.2420 
1.1 | 2179 
1.2 | 1942 
1.3 | 1714 
1.4 | 1497 
1.5 | 1295 
1.6 | 1109 
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